
KERNFORSCHUNGSANLAGE JÜLICH GmbH 

JUI - 1274: 
Februar 1976) . 

Institut für Festkörperforschung 

Numerische Behandlung gewöhnlicher 

DIHerentlalglelchungen 

von 

P. Albrecht 

Als Manuskript gedruckt 



~Autobahn 

- Bundesstraße 
--- SChnellzugstrecke 
-- - - - Nebenstrecke 
~ Aughafen 
~ Kernforschungsanlage 
"-"Jülich 

Motorway 
Main Road 
Main Railway Une 
Branch-Une 
Airport 
Juelich Nuclear 
Research Center 

Berichte der Kernforschungsanlage ]ülich • Nr. 1274 
Institut für Festkörperforschung Jül - 1274 

Im Tausch zu bezieh.en durch: ZENTRALBIBlIOTHEK der Kernforschungsanlage Jülich GmbH, 
Jülich, Bundesrepublik Deutschland 

Olpe 



Numerische Behandlung gewöhnlicher 
Differentialgleichungen 

von 

P. Albrecht 



Abstract 

This report presents an introduction to the numerical treatment 

of ordinary differential equations (O.D.Es.) which, although 

containing the classical results, in many parts gives a new 

approach to the theory. The basic definitions and theorems are 

presented such that they can easily be extended to more general 

discretization problems (e.g. occuring in partial differential 

equations). 

Large parts of the theory are based on a general stability 

theorem (theorem 3.1.), the application of which is not restricted 

to O.D.Es. This theorem also serves as starting point for a new 

and, in asense, complete theory of cyclic mUltistep methods 

which originally have been presented by Donelson and Hansen; 

here, however, they are treated in a totally different way, 

showing an easier manner to calculate numerically stable M-cyclic 

k-step methods of maximum order. The underlying theory applies 

also to the more general case of multistage mUltistep methods 

as introduced by Stetter. 

M-cyclic k-step methods of lower order q<2k have very favourable 

stability properties (section 10.2) and, thus, seem to be 

particularly suitable for stiff equations. 



Vorwort 

Dieser Bericht enthält eine leicht verständliche Einführung in 

die theoretischen und praktischen Aspekte der numerischen Be

handlung von Anfangswertproblemen bei gewöhnlichen Differential

gleichungen. Er behandelt zwar auch den klassischen Stoff aus

führlich, bringt in vielen Teilen jedoch neue Darstellungen und 

Ergebnisse. 

Die grundlegenden Definitionen und Sätze in den Pragraphen 2 

und 3 sind so angelegt, daß sie leicht auf allgemeinere Diskre

tisierungsprobleme (z.B. bei partiellen Differentialgleichungen) 

übertragbar sind. Große Teile der Theorie basieren auf einen 

allgemeinen Stabilitätssatz (Satz 3.1.), dessen Anwendung eben

falls nicht auf die Diskretisierung von gewöhnlichen Differen

tialgleichungen beschränkt ist. 

Er ist auch Ausgangspunkt für eine geschlossene Theorie über 

Verfahren der Konsistenzordnung q mit der Konvergenzordnung (q+1) 

in Paragraph 5, die frühere Ergebnisse von Spijker and Donelson

Hansen als Spezialfälle enthält und zu einer neuen Theorie der 

7.yklischen Mehrschrittverfahren führt. Diese werden hier auf 

völlig andere Weise als in der ursprünglichen Arbeit von Donelson 

und Hansen behandelt, was zu einem tieferen Verständnis dieser 

Methoden beiträgt und neue, einfacher zu handhabende Möglich

keiten ergibt, stabile M-zyklische k-Schritt-Verfahren maximaler 

Ordnung zu berechnen. 

Es scheint, daß zyklische Verfahren auch sehr günstige Stabili

tätseigenschaften haben können, was sie insbesondere für steife 

Differentialgleichungen geeignet und anderen Verfahren überlegen 

macht (vgl. § 10). Dieser Aspekt muß jedoch noch näher unter

sucht werden. 
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1 

Einleitung 

Im folgenden behandeln wir Methoden zur numerischen Lösung von 

Anfangswertaufgaben für Differentialgleichungssysteme 1. Ord

nung der Form: 

T[yJ (x)=y'(x)-f(x,y(x))=to/; y(a)=n o (1. 1) 

Bekanntlich hat (1.1) eine in a<x<b eindeutige, einmal stetig 

differenzierbare Lösung y, wenn f(x,y) im Gebiet 

G:={(x,y):a2x2b;YERn} stetig ist und dort einer Lipschitzbedin

gung: Ilf(X'Yl)-f(X'Y2)11 2 LII Yl-Y2 11 ; (1.2) 

genügte mit einer Konstanten L>O und für alle (x'Yl),(x'Y2)EG. 

Im folgenden setzen wir stets voraus, daß f(x,y) diese Eigen

schaften hat; wenn nichts anderes gesagt wird, sind auftreten

de Normen stets Maximumnormen : 11 u 11 = max 1 u. 1 . 
12 j2n J 

Wir beschränken unsere Betrachtungen auf Anfangswertprobleme 

der Form (1.1), jedoch lassen sich die Definitionen und die 

meisten Sätze über Konsistenz, Stabilität und Konvergenz auf 

sehr viel allgemeinere Diskretisierungsverfahren übertragen, 

insbesondere auf Methoden zur numerischen Behandlung von Systemen 

höherer Ordnung und Randwertproblemen sowie von Anfangs- und 

Randwertproblemen partieller Differentialgleichungen. Wir werden 

diese Anwendungen an Beispielen erläutern, verzichten aber be

wußt auf eine allgemeinere Darstellung, um die Betrachtungen 

nicht unnötig zu komplizieren. 
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Die Diskretisierungsverfahren zur numerischen Lösung von (1.1) 

bestehen im allgemeinen darin, y an den Stellen x=x· eines 
J 

Punktegitters I h :={x.=a+j h lj=0(1)m; h=b-a } (1.3) 
) J m 

durch ~~~~~~~g~~~~~~1 ~j zu approximieren, indem man den Diffe-
rentialoperator T in (1.1) in geeigneter Weise durch einen Dif

ferenzenoperator Th ersetzt und die yj aus dem resultierenden 

System von Differenzengleichungen bestimmt. 

Approximiert man zum ~~~~2~~! 
durch 

T[yl(x)=y'(x)-f(x,y(x)), y:R+R, 

Th[y](x) = Y(X+h~-Y(X) - f(x,y(x)); 

so geht das Problem (1.1) über in die Differenzengleichung 

y*" (a) = n o 

und mit x=x. ergeben sich die Näherungswerte y~ nacheinander 
J J 

aus: 

(1. 4) 

(1.4) ist das Y~~[~~~~~-Y2~_~~1~~, das einfachste aller soge
nannten "Einschrittverfahren". 

Definition 1.1. 

Ein Verfahren Th [y~ J (x j ) =r! mi t hT
h 

[yc] (x. ) = 
F( •• 11: J 

xj 'Yj'Yj+1'···'Yj+k;h) zur Berechnung der 

Y3+k (j=0(1)m-k) heißt ~:§~~~~~~:Y~~[~~~~Q. 
spricht 

Näherungen 

Bei k=1 

bei man auch von einem Einschrittverfahren -------------------, 
k>1 von einem Mehrschrittverfahren ---------------------

1)Im folgenden bezeichnet y stets die Lösung der Dgl. (1.1) 
und y. ihre Näherung. 
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In Kapitel 8 werden wir Einschrittverfahren der Form 

Y*'+1-~·-h</>(x.,yt..;h)=cr; y" =n 
J J J J 0 0 

( 1.5 ) 

j=0(1)m-1 

ableiten und in Kapitel 9 "lineare Mehrschrittverfahren" der 

Form 

(1. 6) 

j=0(1)m-k 

l'.=f(x.,y~); ak =1; la I+Iß Ifo 
J J J 0 0 

wobei die n.(h), j=1(1)k-1, in einer Anlaufrechnung mittels 
J 

anderer Verfahren (z.B. Einschrittverfahren) berechnet werden. 

Für ßk=o heißt das Verfahren ~~~1~~~~, für ßkfo ~~~!~~~~, denn 

Yj+k ist in diesem Fall noch in fJ+k=f(xj+k,yj+k) enthalten. 
Wie wir sehen werden (Abschnitt 4.2.), ist bei impliziten Ver-

fahren in jedem Rechenschritt j noch eine !~~~~~~2~ erforder

lich. 

Beispiele: 

1.-

aus 

Ersetzt man y'(x) durch 2~[Y(X+h)-Y(X-h)J so erhält man 

(1.1) für x=x. das folgende 2-Schrittverfahren (midpoint
J 

rule) 

ylt. 1=YIt. 1+2h f(x. ,y*.) 
J+ J- J J 

j=1(1)m-1 ( 1 .7) 

welches zwei Startwerte y~ und Yl erfordert; ~=no und (bei
spielsweise) y·=y~+h fex y.). Dabei ist 1 0 0' 0 

Th[y] (x) _ Y(X+h~~Y(X-h) - f(x,y(x)) 
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2.- Später werden wir das folgende, als ~Qg~f~~~~~~~~ ~~1~~: 

Verfahren bekannte Einschrittverfahren kennenlernen: ---------
(1. 8) 

Hier ist: 

3.- (1.8) kann dazu benutzt werden, um den Anfangswert y; für 

das Verfahren von Milne-Sim2son zu berechnen: ----------------------- ---

y"'. =yJr: +~ (f~ 1+ 4 r.+f~ 1); j=l(l)m-l 
J+l J-l 3 J+ J J-

( 1.9 ) 

Dieses 2-Schrittverfahren ist ~~21~~~~. Der zugehörige Differen

zenoperator Th lautet 

Th[YJ(x)=Y(X+h~~Y(X-h)_~[f(X+h,Y(X+h))+4f(x,Y(X))+f(x-h,y(x-h))] 

Einzelheiten über Ableitung und Anwendung dieser Verfahren werden 

später behandelt. 

, 
L • Konsistenz 

Der Operator Th kann als Näherung von T in einem Funktionenraum 

F angesehen werden, wenn für ~1!~ Funktionen z aus F und alle 

xElh die Norm max IITh[zJ (x)-T[z] (x)1I mit h gegen Null geht, wo-
XElh 

bei I h die Menge aller xElh bezeichnet, für die Th[yJ (x) definiert 

ist. Diese Bedingung ist bei nichtlinearem T
h 

(z.B. Mehrschritt

verfahren der Form (1.6)) nur in Ausnahmefällen erfüllbar, da-

her begnügen wir uns mit der Forderung, daß sie wenigstens für 

z(x)=y(x) gelten soll, wobei y wieder die Lösung von T[yJ(x)=~ 
ist. Wir nennen insbesondere Th mit T ~Q~~t~~~~~, wenn der lo

kale ~~~~~~~~g~f~b1~~ Th[yJ (x)-T[y1(x)=T
h

[y] (x) mit h gleichmäßig 
gegen Null geht: 



5 

Definition 2.1. 

Sei y Lösung von T[y1(x)=~; dann heißt der Operator Th 
und auch das durch ihn definierte Differenzenverfahren 

Th[Y·] (x)=~, xElh, ~2~~~~~~~~ (mit der Aufgabe T[y](x)=~)l), 
wenn für den Ersetzungsfehler gilt: 

lim 
h-+o 

ma x )) T h [y ] (x))) = 0 

xEI' 
h 

( 2 . 1 ) 

Existieren außerdem Konstanten ho>O, D>o und q>o, so daß 

fu"r h<h 'lt _ 0 gl : 

so hat das Verfahren die ~2~~~~~~~~2~~Q~~g q. 

Falls auch die Startwerte n,(h) eines k-Schrittverfahrens Nähe
J 

rungen der exakten Werte y(x.), j=0(1)k-1, sind, d.h. wenn gilt: 
J 

lim ))n.(h)-y(x.)))=o; j=0(1)k-1 
h-+o J J 

( 2 .2) 

so wird man annehmen dürfen, daß für kleines h - möglicherweise 

unter ~~~~~~~~~Q~~_Y2~~~~~~~~~~g~~ - die Lösung Yj eines kon

sistenten Differenzenverfahrens die Lösung Y(Xj ) der Differen

tialgleichung (1.1) in den Punkten XjElh approximiert. Wir 

werden später sehen (Satz 3.2.), daß das in der Tat der Fall 

ist. (2.2) wird oft ~2~~~~~~~~2~~~~g~~g_[g~_~~~_~~~~~~~~~~ ge-

nannt. 

l)dieser Zusatz wird weggelassen, wenn kein Zweifel besteht, 

auf welches Problem er sich bezieht. 
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Beispiele: 

1.- Die midpoint-rule (1.7) hat für y€C 3 [a,b] die Konsistenz

ordnung 2, denn es gilt: 

IjTh[yJ (x)ll=jj 2~ (y(x+h)-y(x-h) )-f(x,y(x) )11 

=112~ (y(x+h)-y(x-h»-y'(x)11 

h 2 
= TI 11 y'" (~) 11; ~ € [a, b] (nach Taylor) 

Auch der Startwert Yl ist konsistent, denn es gilt: 

lim Ily~+hf(Xo,y~)-y(xl)ll=o. 
h-+o 

In gleicher Weise beweist man, daß Th für y€C
2

[a,b1 die 

Konsistenzordnung 1 hat. 

h 2 3 Wegen IIThez] (x)-T[z] (x)11 =3T "z"'(~)II; Z€C [a,b] 

approximiert Th für kleine h den Operator T sogar für 

~~~~ z€C 3 [a,bJ (und nicht nur für die Lösung y von (1.1». 

2.- Das Verfahren (1.9) von Milne-Simpson hat für y€c 5 [a,b] die 

Konsistenzordnung 4. Es gilt nämlich: 

"Th [y] (x)11 = 11 Y(X+h~Y(X-h) ~[f(X+h,Y(X+h) )+4f(x,y(x) )+f(x-h,y(x-h»] 

=" Y(X+h~Y(X-h) -i (y' (x+h)+4y' (x)+y' (x-h» 11 

2 4 
=" y' (x)+~! y'" (x)~ y(5) U':l)-~ [6y' (X)+h2y'" (x)+ 

4 
+~2 y(5) (~2)J II.::.c h 

4 

mit C l 11 (5 ) =45" max y (x)11 und X-h<~l' ~2<X+h 
x€[a,bJ 

(2.3) 
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3.- In der parabolischen partiellen Differentialgleichung (in

homogene Wärmeleitungsgleichung): 

T[U}(X,t)=Ut-ouxx-f(x,t,u)=o; 0>0 ( 2.4 ) 

u(x,o)=n(x) o<x<b 

u(o,t)=u(b,t)=o; o<t<c 

seien ut bzw. uxx ersetzt durch 

a) Vorwärtsdifferenz bzw. zentrale Differenz an der Stelle t 

b) Zentrale Differenz"" " " "" t 

c) Vorwärtsdifferenz "" " " "" (t+6 t) 

) T(a) [J( t)_u(x,t+6t)-u(x,t) u(x+6x,t)-2u(x,t)+u(x-6x,t)_ 
a 6 6t u x, 6t (J 2 x, (6x) 

- f(x,t,u)=O (2.5a) 

b) T(b) [u] (x t )_u(x, t+6t)-u(x, t-6t) _ou(x+6x, t )-2u(x, t )+u(x-6x, t) _ 
6x,6t' 26t (6x)2 

- f(x,t,u)=O (2.5b) 

c) T(c) Cu] (x t )_u(x, t+6t )-u(x, t) -0 u(x+6x, t+6t )-2u(x, t+6t )+u(x-6x, t+6t) _ 
6x,6t' 6t (6x)2 

- fex, t, u) =0 (2.5c) 

dann ergibt sich mit 

u~(x.,tn)=l.A9,); 
J x., J 

f (X. , t n , U" (X. , t n ) ) = f~ ( 9, ) 
J x., J x., J 
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a) das explizite Verfahren 

u·(~+1)=(1_206t )u~(~)+ o6t (u~J·i~)+uJ~~~»+6t !J~~) ; 
j (6X)2 J (6X)2 (2.6a) 

b) das 2-Schrittverfahren 

'* ( ~ + 1) .. ( R, -1) + 206 t (.'t ( R, ) _ 2 «( ~ ) +u. ( ~ ) ) + 26 t ~ fL ) . 
u j =u j (6X)2 u j +1 Uj j-1 j' 

(2.6b) 

fL=1(1)m 2-1 

c) das implizite Verfahren (Crank-Nicolson) 

-06t u •. (~+1)+(1+206t) u",,(fL+1)_o6t u~(Q,l+l)=u~(Q,)+L-.t f"~Q,) 
(6X)2 J+1 (6x)2 j (6x)2 J- J J 

(2.6c) 

In natürlicher Verallgemeinerung von Definition 2.1. nennen 

wir T6x ,6t t2~~~~~~~~, wenn für die Lösung U von (2.4) gilt: 

lim 
6x-+o 
6t-+o 

max 
x,tEI' 

(2.7) 

wobei I' die Menge aller x und t bezeichnet, für die TL-.x,6t 

definiert ist. T6x ,6t hat die ~2~~~~~~D~2~gD~Dg q=min(r, s) 
wenn für die Lösung u von (2.4) gilt: 

Durch Taylorentwicklung erhält man: 

(a) [] (6t (6x)2 
T6x ,6t u x,t)=2T Utt(x,t)-o 12 uxxxx(x,t)+Glieder höh. Ordng. 

in L-.x,6t 

(b) [J (6t)2 ( )2 
T6x ,6t u (x,t)= 3! Uttt(x,t)_O ~~ uxxxx(x,t)+Glieder höh. 

Ordng. in 6x,6t 
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(c) ] _i1t d 0 (i1t)4 
Ti1 i1t[U (x,t)-:2 at f(x,t,u(x,t»+T2 2 Utttt(x,t)+ 

x, (i1x) 

(i1t)r+2 
+ Glieder mit ( i1 x)r, (i1t)r und 2' r=2,3, ... 

(i1x) 

Die Verfahren a) und b) haben daher die Konsistenzordnung 1 bzw. 

2, wenn u hinreichend oft differenzierbar ist. 

Für das Verfahren c) ist die Konsistenzbedingung (2.7) nur dann 

erfüllt, wenn zwischen i1x und i1t eine Beziehung besteht, so daß 

gilt: 

lim 
i1x,i1t-+o 

= 0 

In einem solchen Fall heißt das Verfahren Q~g~Dg~ ~2D~~~~~D~' 
Für i1t=const.i1x, zum Beispiel, hat das Verfahren die Ordnung 2, 

falls d~ f(x,t,u(x,t»=o, anderenfalls die Ordnung 1. 

Untersuchen wir die Konsistenz von Ein- oder Mehrschrittver

fahren der Form (1.5) und (1.6), so ergeben sich die folgenden 

Konsistenzsätze: 

Sa tz 2.1. 

Das Einschrittverfahren ;/. 1=y"'.+h<P(x.,y*.;h); ylt=n zur 
J+ J J J 0 0 

Approximation der Lösung y(x j +1 ) von (1.1) ist konsistent, 

wenn 

1. <p(x,y;o)=f(x,y) 

2. <p(x,y;h) stetig in G«:={(x,y,h):a~x~b; y€Rn ; o~h~hJ ist. 

Sind darüber hinaus alle partiellen Ableitungen von der 

Ordnung q stetig, so hat es die Konsistenzordnung q, wenn 

gilt: 

( .)_ ( ) h (v) h
q

-
1 

q-1 ( ) (f)( q) ( 8) <p x , y ,h - f x, Y +-2' D f '" y +... +--, - D f x, y + h 2 . . q. 

d d wobei Df(x,y) definiert ist durch Df(x,y)=(ax+fay)f(X,y); 

d.h. zum Beispiel 

Df =f +ff x y 

D2f=(~+f~)(~+f~) 
dX dY dX dY 

=f +2ff +f2 f +f f +ff 2 . xx xy yy x y y' etc. 
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Beweis: 

Für die Lösung y von (1.1) gilt mit 0<0<1 

max ))Th[Y] (x)))= maxI) Y(X+h~-Y(X) -<1>(x,y(x);h)JI2. 
xElh xElh 

< ma x )) y' (x + 0 h ) - <1> ( x , y ( x) ; 0 ))) + ma x ) )<1> ( x , y ( x ) ; 0 ) - <1> ( x , y ( x ) ; h ))) ; 
-xElh xEIh 

Wegen <1>(x,y(x);o)=f(x,y(x))=y'(x), YEC 1 [a,b] und der gleich

mäßigen Stetigkeit von <1>(x,y(x);h) im abgeschlossenen Gebiet 

a<x<b; o<h<h geht dieser Ausdruck mit h+o gegen Null; das Ver-
- - - - 0 

fahren ist daher konsistent. Wenn alle partiellen Ableitungen 

von f(x,y) der Ordnung q stetig sind, dann gilt YECq +1 [a,b} und 
es folgt: 

)) T h [yJ (x»)) =)) y ( x+ h ~ -y ( x ) - <1> ( x, y ( x ) ; h ))) 

=))y' (x)+2
h
!y"(x)+ .. . +(q~~)! y(Q+l) (~)-<1>(x,y(x) ;h))!; 

x<~<x+h 

denn aus y'=f(x,y(x») folgt 

y(n+l)(X)=Dnf(X,y(x)); n=l(l)Q-l. 

Satz 2.2. 

Das k-Schrittverfahren der Form (1.6): 

CJ"v* +.. .. (It • ,..It 
~j+k ~-lYj+k-l+···+aoYj-h ßkfj+k+ßk_lfj+k_l+ ... +ßorj)=o; 

j=o(l)m-k 

ist konsistent mit (1.1), wenn gilt 

k k k 
L a·=o· L ioa.= L ß . 

i=o l ' i=l l l l=O 
(2.9) 
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Für YEcq+2[a~b]~ q~1~ hat es die Konsistenzordnung q~ 
wenn c =c 1= ... =c =0; c 1+0~ wobei die Konstanten cn~ o q q+ N 

t=0(1)q+1 definiert sind durch: 

k k k 
c = L: cx.i; c = L: icx..- L: ß· 0 i=o 1 . 1 l . l l= l=O 

1 k . t 1 k .t-1 
ct=n L: l cx. i - Ct - 1 )! L: l ß· ; t=2(1)q+1. 

i=1 i=1 l 

Beweis: 

1 Wegen YEC [a~b] gilt: 

k k 
11 Th[y] (x)11 =11~ L: cx. .y(x+jh)- L: ß· f(x+jh~y(x+jh) )11 

j =0 J j =0 J 

(2.10) 

k k k 
=11 y ~ x ) L: cx.. + L: y' (~ . ) j cx. . - L: ß. f ( x + j h ~ Y ( x + j h) ) 11 ; 

j =0 J j =0 J J j =0 J 

Wegen lim Y'(~j)=Y'(X)=f(x~y(x)); j=1(1)k. 
h~o 

k k 
lim L: ß· f(x+jh~y(x+jh))=f(x~y(x)) L: ß· 
h~o j =0 J j =0 J 

x<~ .<x+jh 
J 

geht IITh[y](x)ll mit h~o gegen Null~ wenn die Gleichungen (2.9) 

erfüllt sind. 

Ist YEcq+2[a~b]~ so folgt aus f(x~y(x))=y'(x) und einer Taylor

entwicklung: 

k k 
11 T h [y 1 ( x ) 11 = 11 ~ L: cx.. Y ( x + j h ) - L: ß· f ( x + j h ~ Y ( x + j h ) ) 11 

j =0 J j =0 J 

(2.11) 

Das beweist den zweiten Teil der Behauptung. 
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Definition 2.2. 

Hat (1.6) die Konsistenzordnung q, so heißt cq+1 
Fehlerkonstante des Verfahrens. Die Polynome 
---------------

(2.12) 

heißen ~~~~~g~Q9~ ~Q1~QQ~~ des Verfahrens (1.6). Dieses 

wird daher häufig mit M(p,a) bezeichnet. 

Mittels der erzeugenden Polynome lassen sich die liQQ~!~~~Q~: 

~~~!Qg~Qg~Q (2.9) kürzer schreiben, nämlich: 

p(l)=o ; p'(l)=a(l) (2.13) 

Im folgenden wird stets a k =l gesetzt und, falls nichts anderes 

gesagt, werden p und a teilerfremd vorausgesetzt. 

3. Stabilität und Konvergenz 

Die Konsistenz eines Operators gewährleistet eine sinnvolle 

Approximation der Gleichung T[yI(x)=~ durch eine Differenzen

gleichung Th[Y·] (x)=(Y', was keineswegs einschließt, daß auch 

die ~2~~Qg~Q dieser Gleichungen einander approximieren! 

Es gibt vielmehr Differenzengleichungen Th[Y~](Xj)=~' deren 

Lösung sich mit kleinem h beliebig stark verändert, wenn die 

Anfangswerte oder der Operator Th auch nur ganz geringfügig 

verändert werden. Solche Gleichungen heißen !Q~~~~!!, und man 

wird nicht erwarten können, daß ihre Lösungen Näherungen für 

die Lös ung y von T [y] (x) =(Y' sind, da sie ja nicht einmal die Lö

sung einer belIebig "ähnlichen" Differenzengleichung T
h 

[y\< 1 (x) =r.Y 
approximieren. 
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3.1. Ein Beispiel 

Zur Illustration approximieren wir die Differentialgleichung: 

T[yI(X)=Y'(X)-AY(X)=o; y(0)=1; y:R~ ( 3. 1 ) 

durch: 

(3.2) 

Die Konsistenz von Th folgt aus (2.13) mit p(~)=_~2+4~-3 und 

a(~)=2~. Für x.=jh erhält man das Verfahren 
J 

y~ 1+(2Ah-4)Y~+3Y~ 1=0; 
J + J J-

(3.3) 

(j = 1 ( 1 ) m-1 ) 

Diese Differenzengleichung ist 1!D~~~ und daher analytisch lös

bar. Der Ansatz yj=c~j führt auf die ~~~~~~~~~i~~i~~~~_Q!~i~~~Dg: 

( 3 • 4 ) 

und man erhält die allgemeine Lösung von (3.3) in der Form 

wobei C1 und C2 Konstanten sind, die von den Anfangsbedingungen 

y~ und yi sowie von h abhängen, und ~1(h) und ~2(h) die Null

stellen von (3.4): 

~1(h):=(2-Ah)- 11-4Ah+(Ah)2= e Ah + &(h 2 ) 

~2Ch) :=C2-Ah)+ 11-4Ah+(Ah)2=3e- Ah + (fCh 2 ) 

Cden 2. Teil dieser Gleichung zeigt man durch Taylorentwicklung) 
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Aus den Anfangsbedingungen folgt 

J" "" d" L"" ( .) Ahj d D I (3 1) ml" t der ~1 approxlmlert le osung Y xj =e er g. . 
Ordnung (q+1) in h(q=1 ist die Konsistenzordnung des Verfahrens 

(3.3)); eine Wurzel von (3.4) mit dieser Eigenschaft werden wir 

in Abschnitt 7 ~~~E~!~~~~! nennen. 

Außer der Hauptwurzel tritt in der Näherung (3.5) noch eine 

weitere Wurzel ~2 auf; im allgemeineren Fall eines k-Schritt

Verfahrens der Form (1.6) gibt es (k-l) derartige weitere Wur

zeln. Diese ~~Q~Q!~~~~!Q haben nichts mit der Lösung der Diffe

rentialgleichung (3.1) zu tun; sie sind jedoch unvermeidlich 

und Folge der Approximation einer Differentialgleichung ersten 

Grades durch eine Differenzengleichung k-ten Grades. 

Betrachten wir nun die Lösung von (3.3): 

Nehmen wir noch den günstigsten Fall d ß d St t t an, a er ar wer nl 
" Ah 

~~~~~ lst, d.h. n1=e ,so folgt: 

( 3.6 ) 

Der erste Summand approximiert die exakte Lösung y(x)=e AX der 

Differentialgleichung mit der Ordnung 2 in h. Der zweite Summand 

jedoch ist Folge der Nebenwurzel ~2 und verfälscht das Ergebnis 
völlig, und zwar umso mehr, je kleiner h ist. 
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Dieser Effekt ist typisch für ein "instabiles" Verfahren und 

tritt offensichtlich immer dann auf, wenn eine Nullstelle der 

charakteristischen Gleichung (3.~) betragsmäßig größer ist als 

1. Als weiteres, vorläufiges Ergebnis dieses Beispiels halten 

wir noch fest, daß die Nebenwurzeln ~~(~=2(1)k) auch betrags

mäßig ~~~!~~~ als die Hauptwurzel ~1 sein sollten, um zu ver

meiden, daß der durch sie entstandene Lösungsanteil 2~~_g~Q~~~ 

j überwiegt. 

3.2. Definition der Stabilität 

Mit der Existenz eines konvergenten numerischen Verfahrens zur 

Lösung eines mathematischen Problems ist keineswegs gesichert, 

daß die Lösung (oder eine gute Approximation) mit dem Verfahren 

auch 2~r~~Q~~~ werden kann. Dieser scheinbare Widerspruch läßt 

sich sehr einfach am Beispiel des vorigen Abschnitts erläutern: 

Für n1=~1 konvergiert das Verfahren (3.3) mit h~o gegen die Lö

sung y(x)=e AX von (3.1); dennoch ist es selbst für n1=~1 nicht 

geeignet, gute Näherungen von y(x) auch 2~~~~~~~Q zu berechnen, 

denn diese werden für kleines h durch unvermeidliche Rundungs

fehler völlig verfälscht. Praktikabel ist nämlich ein Diskre

tisierungsverfahren erst dann, wenn der Einfluß von Fehlern für 

alle Werte des Diskretisierungsparameters beschränkt bleibt. In 

diesem Fall nennen wir das Verfahren stabil. Stabilität ist so-

mit die Eigenschaft, die ein Verfahren überhaupt erst für den 

praktischen Gebrauch geeignet macht! 

Wir wollen nun den Begriff der Stabilität präzisieren: Seien 

v:Ih~n und w:Ih~n Lösungen der k-Schritt-Verfahren: 

mit 

j=0(1)m-k 

mit 

v·=n·+~· 
J J J 

w· =n . +w. 
J J J 

(j=0(1)k-1) 

(j=0(1)k-1) 
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wobei Sh,Rh,l-!j,w j als "Störungen" von 

~=n. (j=0(1)k-1) 
J J 

( 3 . 8 ) 

interpretieren, die z.B. durch Ersetzungsfehler oder Rundungen 

zustande gekommen sein können. Unterscheiden sich Sh und Rh für 

alle hs(o,h 1 nur wenig: o 

und unterscheiden sich auch die Anfangswerte wenig: 

d.h. lll-! . -w ·11 < Cl 2 ; 
J J 

j=0(1)k-1; 

so wollen wir (3.8) ~~~~~1 nennen, wenn sich auch v und w wenig 
voneinander unterscheiden. Wir definieren daher: 

Definition 3.1. 

Ein k-Schri t t-Verfahren Th [ylk] (x 0 ) =C"; ~. =n. (j =0 ( 1) k-1) , 
J J J 

y* :Ih~n, heißt ~~~~~1, wenn es eine von h unabhängige 
Konstante C gibt, so daß für beliebige Funktionen 
v,w,: I h-1Rn gilt: 

IIVj-w)I~C{ ~ax Ilvi-wiIJ+ I?ax IITh[v](xo)-Th[w}(x.)jj} 
0<1<k-1 o<l<m-k 1 1 
- - (3.9) 

j=0(1)m 

anderenfalls heißt das Verfahren instabil. 
--------

Ist Th 1~Q~~~, so reduziert sieh die Stabilitätsbedingung (3.9) 
mit Z=V-W auf: 

Ilzj"~C{ I?ax I! zi l!+ max IIT [zJ(x.)II} 
0~1~k-1 o<i<m-k h 1 (3.10) 

j=o(1)m 



17 

Beispiel 

Betrachten wir das Verfahren von Euler: 

h Th [y-t ] (x . ) =y li! + 1-y~ - h f ( x . , y'! ) = 0 ; j = 0 ( 1 ) m - 1 
J J J J J 

(3.11) 

Für beliebige v,w:Ih~~ erhält man die Identitäten: 

v. 1 = v . + h f ( x . , v . ) + h Th [v] (x . ) 
J+ J J J J 

w. 1 =w . + hf ( x . , w . ) + h Th [w 1 (x . ) 
J+ J J J J 

und mit der Lipschitzbedingung (1.2): 

j=0(1)m-1 

Wir setzen: (1+hL)=A; max IITh[v](x.)-Th[w](x·)II=B; dann gilt: 
. 1 l l O<l<m-

Ilv1 - w1112.A II vo-woll+hB 

11 v 2-w211 2.A 11 v 1-w111 +hB2.A 2 11 v 0 -woll +hB (A+1) 

11 v 3 -w ~ 12. A 11 v 2 -w 211 + hB2. A 3 11 v 0 -woll + hB ( A 
2 

+ A + 1 ); e tc • 

Durch Induktion erhält man: 

. . 1 . 2 
11 v . -w .11 < A J 11 v -w 11 + hB ( A J - + A J - + ..• + A + 1 ) 

J J - 0 0 

. AJ 1 
<AJII v -w 11 +hB ---
- 0 0 A-1 

Ersetzen von A und B ergibt: 
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. h'L L(x.-a) (b-a)L ( -1) 
Wegen1 ) (1+hL)J.::.e J =e J folgt mit C:=e max 1,L 

und damit die Stabilität des Verfahrens. 

Für v.=y(x.) und w.=y~, erhält man die folgende E~Qb~~~Q~~b~~~~Dg 
J J J J 

für das Verfahren von Euler: 

ma x 11 T h [y J (x i ) 11 , 

o<i<m-l 

Für ye:c 2 [a,bJ und K=~ max Ily"(x)11 folgt aus 
xe: [a,bJ 

j=o(1)m 

x.<t,:.<x.+h 
J J J 

die Ungleichung 

(3.12) 

Yj konvergiert somit gegen y(x j ) wenigstens mit der Ordnung 1 

in h. 

Hinweis: 

Tritt bei der Berechnung von y~ 1 aus (3.11) in jedem RechenJ+ 
schri tt ein Rundungsfehler e:. auf mit 11 e: . 11 < e: für alle j, d. h. 

J J -
haben wir statt des Operators Th in (3.11) den Operator T~ mit 

hTh+ [y"1 (x
J
. ) =y~ +l-Y": -hf( x. ,yft. ) -e: . 

J J J J J 

1) 2 
eX=1+x+_x eT)X,' o<T)<l, daher 1+x<ex f" 1 ur be . reelles x. 

2 
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so ist T+ nicht konsistent mit T und (3.12) ist zu ersetzen durch h -----

Der Ersetzungsfehler T~[YJ (x j ) ist somit in (o,hJ ~~~bt_Q~: 
~~b~~~t~. Für den globalen Fehler an der Stelle x· erhält man: 

J 

11 Y (x. )-y'*·11 < (hK+-hE)L -1{ (l+hL)j -1} 
J J-

Wir sehen, daß der durch Rundung entstandene Anteil der Fehler

schranke mit h~o unbegrenzt wächst; dennoch ist das Verfahren 

stabil im Sinne der Definition 3.1. Die Schrittweite h ist 
------ .-1 
optimal gewählt, wenn gllt: Kh=Eh . 

3.3. Ein allgemeines Stabilitätskriterium 

Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts lassen sich ganz wesent

lich verallgemeinern durch folgenden Satz 3.1., der die Grund

lage bildet für Stabilitäts- und Konvergenzbetrachtungen sowie 

für Fehlerabschätzungen bei Diskretisierungsverfahren sehr all

gemeiner Art. 

Sei Th definiert durch 

hTh [z ] (x) = z (x+ h) - A z (x) - hcp (x, z (x) , z (x+ h) ; h) 

mi t AER (k, k); z: [a, bJ -+lR
k ; cp: [a, bJ xf?kxlRkx [0, hoJ ~Rk 

cp genüge für alle Yl'zl'Y2,z2ERk, xE[a,bJ, hE(O,hoJ der folgen

den Lipschitzbedingung mit den Konstanten K1 und K2 : 

11 cp ( x , Y 1 ' z 1 ; h ) - cp ( x , Y 2 ' z 2 ; h ) 11 ~ Kill Y 1 - Y 211 + K 211 z 1 - z 211 

und für die Konstante ho möge gelten: hoK2<1. 
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1) 
Satz 3.1. 

Die Differenzengleichung 

~. =Azk. +hcjl (x. ,z·. ,z~+1;h); z~=r;;o(h) 
J+1 J J J J 

(3.14) 

j=o(1)m-k 

ist für alle cjl, die (3.13) erfüllen, genau dann stabil, 

wenn es eine Zahl D>1 gibt mit IIAJ II.2P für alle jdJ. Für 
k 

eine beliebige Funktion v:Ih~ gilt dann: 

mit j=o(1)m-k (3.15) 

Anmerkungen: 

1. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz ist zj+1 wegen hoK2<1 ein

deutig durch (3.14) bestimmt und läßt sich iterativ berech-

nen. 

2. In der Matrix-Theorie wird gezeigt, daß die Zahl D existiert 

wenn: 
a) für den Spektralradius von A gilt: p(A)~l und 

b) zu jedem Eigenwert vom Betrag 1 (sofern vorhanden) 

nur lineare Elementarteiler gehören. 

Der Beweis von Satz 3.1. ähnelt dem Stabilitätsbeweis für das 

Verfahren von Euler: 

Für beliebige Funktionen V,W:Ih~Rk folgt aus 

j=o(1)m-k 

1) 
P. Albrecht : "Discretizatl· on Methods", 9. Coll B as Mat . r. . , 

IMPA, Rio de Janeiro, 1973 
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die Gleichung 

v . + 1-w . + 1 = A ( v . -w . ) + h ( <p ( x . , v . , v. 1; h ) - <p ( x . , w . , w. 1; h ) ) 
J J J J J J J+ J J J+ 

Mit q.:=v.-w.; 'f.:=<p(x.,v.,v.+ 1 ;h)-<P(x.,w.,w.+ 1 ;h) ergibt sich 
J J J J J J J J J J 

q . + 1 = Aq . + h 'f. + h ( Th [ v] (x . ) -Th [w ] (x . ) ) . 
J J J J J 

Durch Induktion findet man 

(3.16) 

und IIA~tD für alle ~E:N folgt: 

Somit 

(3.17) 

(3.18) 

Wir zeigen: 

(3.19) 
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Beweis durch Induktion: (3.19) ist richtig für j=l, wie (3.17) 
'bt "l~ Substitu

. t Wenn es auch für j richtig ist, so ergl l,~e 
zelg . ") 
tion von (3.19) in (3.18) mit u:=(K 1+K 2 )D!(1-hK 2 /: 

j 1 t-1} 

11 
. 11< ~{(l+hK )llqJI+h(j+1)Ll+hU ~ [(1+hK1 )llqJI+h2Ll -(l+hu) 

qJ +1 - 1-hK2 1 ~=1 

h~~ durch h(j+1)~ ersetzt ergibt: 

j t-1 

11 11 
D {(l+hK )llq Il+h(j+1)6}{1+hu L (l+hu) }= 

q j + 1 2. i-hK 2 1 0 ~ = 1 

= D [(1+hK1 )llqo!!+h(j+l)Ll]-(1+hU)j 
l-hK2 

Somit gilt (3.19) für alle j~m-k+l 

Mit (l+hu)~ehU; jh=xj-a folgt 

D (x.-a)u 
!IVj+l-Wj+111~1-hK2 e J [(l+hKl)llvo-woll+ 

+(x·+ 1-a) I?ax 11 Th [v] (xi)-Th[W] (xi)ll] 
J o<l<m-k 

(3.20) 

(5.21) 

Wegen (x.-a)<b-a für j=o(l)m ist die Stabilitätsbedingung (3.9) 
J -

erfüllt mit: 
De(b-a)uo D(K 1+K 2 ) 

c= 1-h K max [(1+hoK1 ),(b-a)}; uo :- 1-h K 
o 2 0 2 

Für wj=zj ergibt sich (3.15), denn Th[z·](Xj)=~' 

Ist umgekehrt (3.14) stabil für beliebiges ~, welches (3.13) er

füllt, so auch für ~=~und es gilt: 

. 1 
Ilv

J
·+ 1-w

J
·+ 111=ljAJ+ (v -w )11<cllv -w 11 o 0 - 0 0 

für alle j und beliebige v ,w mit v tw. [)a~; i:,t rillt' rni\I~\ic:ll, o 0 () 0 

wenn der Spektralradius p(A)<l ist und wonn Zll l':il~('nW('rt('n vorn 

Betrage 1 nur 1:i:~~§:!:~ Elementarte i ler f~ehören. Dami t i~) t ~~a t /" 

3.1. bewiesen. ~ 
In Abschnitt 5.1. werden wir zeigen, daß die Fehlerformel (3. 15) 

unter bestimmten Voraussetzungen erheblich verschärft werden kann. 
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3.4. Konvergenz 

Definition 3.2. 

Die Lösung y*(x), xsIh , eines Diskretisierungsverfahrens 

Th[Y~](x)=~ ~2~y~rg~~r! (für h~o) gegen die Lösung 
y(x), xsIh , von T[y] (x)=cr, wenn gilt: 

lim Ily(x)-y*"(x)ll=o 
h~o 

Ein Verfahren heißt ~2~y~rg~~! mit der ~2~y~rg~~~2rg~~~g 
q, wenn für alle xsIh gilt: 

(3.22) 

Konsistenz und Stabilität sind hinreichende Bedingung für die 

Konvergenz von Diskretisierungsverfahren, wie der folgende Satz 

zeigt; sie sind nicht notwendig, wie schon Beispiel 3.1. ver

deutlichte, jedoch sind inkonsistente und instabile Verfahren 

für die Praxis ohne Belang. 

Satz 3.2. 

Ein k-Schritt-Verfahren (k~l) 

ist konvergent, wenn es konsistent und stabil ist und wenn 

auch seine Startwerte konsistent sind, 

d.h. 

Beweis: 

lim 
h~o 

ma x 1I y ( x . ) - n . (h) 11 = 0 

o~j'::'k-l J J 
(3.23) 

Die Stabilitätsdefinition (3.9) ergibt für v.:=y. und w.:=y~ 
J J J J 

mi t T h [ Y ... J (x j ) = cr : 

!Iy(x·)-y"'·II<C{ max l!y(x.)-n.!I+ ~lax I! Th [y] (x.)I!} 
J J o.::.j'::'k-l J J o~J~m-k J 

(3.24) 

Die Behauptung folgt jetzt aus (3.23) und (2.1). ~ 



24 

Aus (3.24) ergibt sich unmittelbar: 

Korollar 3.2. 

Ist (zusätzlich zu den Voraussetzungen in Satz 3.2.) 

j=0(1)k-1 

und hat das Verfahren Th[Y·] (X j )=& die Konsistenzordnung q, 

so gilt für j=o(l)m: 

Die ~2~y~~g~~~ordnung eines stabilen Verfahrens mit geeigneten 

Startwerten ist somit (wenigstens) gleich seiner ~2~~i~i~~~

ordnung. Bei bestimmten Verfahren kann die Konvergenzordnung 

größer sein als die Konsistenzordnung, wie in Kapitel 5 gezeigt 

werden wird (vgl. Satz 5.1.); bei linearen k-Schritt-Verfahren 

ist das jedoch nicht der Fall 1 ). 

Die Koeffizienten ai und ßi , i=o(l)k, eines linearen Mehrschritt

verfahrens der Konsistenzordnung q: 

~=1 (3.25) 

können nach Satz 2.2. aus dem linearen Gleichungssystem (2.10): 

k 
c . - L a.=o· l ' 0 i=o 

1 k 
cQ,:=n L 

i=l 

bestimmt werden. 

. Q, 
l a.

l 

k 
c 1 := L la.-

i=l l 

1 k 
(Q,-1)! L 

i=l 

k 
L ß·=O 

i=o l 

(3.26) 
.Q,-1 
l ß.=O· 

l ' 
2=2(1)q 

T~eoretisch ist daher für implizite Verfahren (ßk+o) die Kon-
slstenzordnung q-2k .. l' h d" , , , - mog lC un fur expllzlte Verfahren (ß =0) 
dle,K~nsistenzordnung q=2k-l, denn es sind (2k+l) bzw. 2k ~o-
efflzlenten verfügbar, um die q+l Gleichungen (9.2) zu erfüllen. 

1 ) 
daher sprechen wir bei diesen oft nur von Qrg~y~g und unter-

scheiden nicht zwischen Konsistenz- und Konvergenzordnung. 
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Es zeigt sich jedoch, daß (für festes k) alle Verfahren ab einer 

bestimmten Konsistenzordnung instabil sind; insbesondere gilt 
der folgende Satz von Dahlquist 1 ): 

Satz 3.3. 

Ein i2~~Q~~~i2, explizites k-Schrittverfahren (ßk=o) der 
Form (1.6) hat höchstens die Konvergenzordnung q=k; ein 

i2~~Q~~~i2 implizites k-Schrittverfahren (ßk~o) hat 
höchstens die Konvergenzordnung q=k+2, wenn k gerade 

ist und q=k+1, wenn k ungerade ist. 

Dieser Satz verdeutlicht nochmals, daß eine Approximation 

höherer Ordnung des Differentialoperators T durch Differenzen

operatoren Th nicht notwendig zu genaueren numerischen Ver

fahren führen muß. 

Beispiele für stabile Verfahren maximaler Ordnung 

1. Das explizite 3-Schrittverfahren 

~ _1 (-Ir" ..) h y. 1--3 y.+y. l+Y· ~ +r J + J J - J -c:. u 
(13f~-4f~ 1+3f~ 2) 

J J - J-

ist stabil und hat für YE~4[a,b] die Konsistenzordnung 3. 

Nach Korollar 3.2. hat es bei geeigneten Startwerten dann 

auch die Konvergenzordnung 3. 

2. Das implizite 2-Schrittverfahren von Milne-Simpson: 

y"'. 1 = y~ 1 + h3 (f": 1 + 4 r. + f~ 1 ) 
J+ J- J+ J J-

ist stabil und hat für YE~5 Ca, bJ die Konsistenzordnung 4 

(wie im Beispiel 2 des Kapitels 2 gezeigt wurde). In Ab

schnitt 9.3. wird gezeigt, daß es das ~~~~~g~ i2~~Q~~~ 

lineare 2-Schritt-Verfahren mit der Konsistenzordnung 4 ist. 

l)Dahlquist: Convergence and Stability in the Numerical Inte

gration of O.D.E., Math. Scand. 4, 33-53 (1956) 
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4. Anwendungen des Stabilitätssatzes 

Dieser Paragraph behandelt die vielfältigen Anwendungsmöglich

keiten des Satzes 3.1. und verdeutlicht die zentrale Stellung, 

die er für unsere Untersuchungen einnimmt. 

In Abschnitt 4.1. wird gezeigt, daß Satz 3.1. nicht nur auf 

Einschrittverfahren anwendbar ist, wie es zunächst scheinen 

mag, sondern auch auf k-Schritt-Verfahren der Form (1.6). In 

Abschnitt 4.2. werden Stabilitäts- und Fehleraussagen für Prä

diktor-Korrektor-Verfahren und in Abschnitt 4.3. für zyklische 

Verfahren gewonnen. Schließlich wird in Abschnitt 4.4. an einem 

Beispiel gezeigt, wie sich die Ergebnisse des Kapitels 3 auf 

partielle Differentialgleichungsprobleme übertragen lassen. 

4.1. Stabilität von k-Schritt-Verfahren 

Mehrschrittverfahren vom Typ M(p,a): 

j=o(1)m-k 

lassen sich sehr einfach auf Einschrittverfahren der Form (3.14) 

zurückführen; dazu definieren wir (zunächst für Y.ER): 
J 
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.. 
f (x. ,y~ ) Yj y. 

J J J 

'" f(x.+h,y": 1) y j +1 yj+l 
z" .- J J + z .- . Fz~ : = j . - , .. - , 

J . J 
~ l ;j+k-l f(x.+(k-l)h,y~ k 1) Yj +k- 1 J J + -

0 1 0 0 0 0 0 0 
0 0 1 0 0 0 0 0 

A: . . . . . . . . . , B: . . . . . . . . , C: 
0 0 0 1 0 0 0 0 

-al -a2 .. -~- So Sl S2 ... Sk-l 

Hiermit geht M(p,o) über in die Form (3.14): 

z": l=AzI".+h<P(x.,z!,z'!' l;h); 
J+ J J J J+ 

z"" = o 

mit <P(x.,z~,z~+l;h):=BFZ~+CFZ~+l 
J J J J J 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

0 0 0 

j=o(l)m-k 

und T h r z J (x j ) : = h -1 [ z j + 1 - A z j - h <P ( x j , z j , Z j + 1 ; h ) J 

(4.2) 

0 

0 

0 

S 

Hat (4.1) die Konsistenzordnung q, so folgt aus (2.11) für 

alle xj e:Ih' : 0) 

Th [z ] (x . ) = c l h qy (q + 1) ( x . ) t + (1 (h q + 1) mi t t: = (? e:lRk 
J q+ J . . 

o 
1 

( 4 . 3 ) 

Genügt f der Lipschitzbedingung (1.2) mit der Lipschitzkonstan

ten L, so genügt <P der Lipschitzbedingung (3.13) mit 

( 4.4 ) 
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Die Matrix A hat Frobeniusform, ihre Eigenwerte sind daher die 

Nullstellen des Polynoms 

k k-1 
p(~)=~ +ak-1~ + ... +a1~+ao 

und zu mehrfachen Eigenwerten gehören Q~~b~1~~~~~~ Elementar
teiler. 

Im Falle Y~ERn ist A eine (kn,kn)-Matrix mit Block-Frobenius
J 

form, d.h. 

Cl I ry er ... cY 

Cf tY I Cf • •• ~ 

A= . . . . , I: (n,n)-Einheitsmatrix 
-a I 

0 
-a1I -ak_1I 

und die Eigenwerte von A sind dann die Nullstellen von 

p(~)=(p(~»n. Auch in diesem Fall gehören zu mehrfachen Null

stellen Y2rr_el~2 nichtlineare Elementarteiler. 

Definiert man die Norm von (z(xj)-zj) in Rnk durch: 

so ist: Ilz(xj )-zjll~11 Y(Xj+k-1)-Yj+k_111 und Satz 3.1. ergibt das 
folgende, sehr einfach zu handhabende Stabilitätskriterium für 

--------------------M(p,a): 

Satz 4.1. 

Genüge f der Lipschitzbedingung (1.2) und sei hls
k

IL<1. 

Dann ist das Mehrschrittverfahren (1.6) genau dann stabil, 
wenn 

1. keine Nullstelle von p(~) betragsmäßig größer ist als 1, 
2. die Nullstellen vom Betrag 1 einfach sind. 



Außerdem gilt die 

11 y ( x j + k ) -Yj + kll ~ 

j=0(1)m-k 
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Fehlerabschätzung: 

u(x.-a) 
De J 

1-hK 2 
{ ( 1 + hK 1 ) ma x 11 y ( x. ) - n . 11 + 

. k 1 1 1 0<1< -

wobei K1 und K2 durch (4.4) gegeben sind und 

D(K1+K 2 ) DL k 
u: = 1-hK - 1-hL I ß !. L: 1 ß j 1 

2 k J =0 

( 4 . 5 ) 

1 k k 2) 
II Th [y}(x)]l=1I Fi L: a.y(x+jh)- L: ß.f(x+jh,y(x+jh))II; a-1 

j =0 J j =0 J k-

Definition 4.1. 

Sind die Bedingungen 1. und 2. von Satz 4.1. erfüllt, so 

sagen wir, daß die Nullstellen von p g~~_~~~~~!~~~~~~!~~ 
genügen. Ist M(p,o) stabil und sind alle Nullstellen von p 

außer ~1=1 betragsmäßig kleiner als 1, so heißt M(p,o) 

stark stabil anderenfalls schwach stabil. ------------ --------------

Schwach stabile Verfahren ergeben für "große" j im allgemeinen 

schlechtere Ergebnisse als stark stabile. 

1)aus p(1)=0 folgt I!Aj 11 >1 

2)eine Möglichkeit, 1I Th[yJ (x)11 näherungsweise zu bestimmen, 
ist im Abschnitt 9.5 dargestellt (vgl. Satz 9.5.). 
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Beispiel 1 (ein instabiles Verfahren): 

Das in Abschnitt 3.1. betrachtete "Verfahren": 

-y*. 1+1~Y*.-3Y"· 1=2h f(x.,y~); 
J+ J J- J J 

hat das erzeugende Polynom: 

Y'" =n . o 0' 

mit den Nullstellen ~1=1 und ~2=3. Es ist daher i~~~~~i1. 

Dennoch hatten wir gesehen, daß es für die Differentialgleichung 

y'(X)-AY(X)=O; y(o)=l 

I 2' konvergiert, wenn man no=l ~Qg n 1=(2-Ah)- 1-4Ah+(Ah) wählt. 

In diesem Falle gilt nämlich 

Trotzdem ist eine 

dieser speziellen 

fehler c2to wird, 

völlig verfälscht. 

( 4 .6) 

E~~t~i§~h~ Anwendung des Verfahrens auch bei 

Wahl von n1 Q!~h~ möglich, weil durch ~undungs
I\X' was bei längerer Rechnung die Lösung e J 

Beispiel 2: (ein schwach stabiles Verfahren) 

Im Falle des Verfahrens (1.9) von Milne-Simpson: 

ist 

y~=n· yo1(-n (h) o 0' 1- 1 

D= s upll A j 11 = 1; 
j Efr~ 
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Die Eigenwerte von A sind ~1 2=!1, das Verfahren ist daher schwach , 
stabil. Wird der Startwert Yl mit dem modifizierten Euler-Ver-
fahren (1.8) berechnet, so ist 

II Th[yJ (x)II'::'C 2h
4 

und mit y~=no' D=1, U=2L(1-\L)-1, L~<1 ergibt 

(4.5) die Fehlerschranke: 

I1 Y ( x j + 2 ) -Yj + 211.::. ( 4. 7 ) 

j=0(1)m-2 

In der Praxis würde man natürlich y~ mit einem Einschrittver

fahren der Konvergenzordnung 4 berechnen; dann gilt 

Ily(x1 )-yjJI=&'(h 4 ) und die Fehlerschranke wäre von der Ordnung hit. 

4.2. Stabilität von Prädiktor-Korrektor-Verfahren 

Es wurde schon gesagt, daß bei !~21~~~!~Q Mehrschrittverfahren 

M(p,cr) in jedem Rechenschritt eine Iteration erforderlich ist 

und daß diese Iteration für Ihß kLI<1 konvergiert. Den Startwert 

Yji~) hierfür verschafft man sich im allgemeinen mittels einer 

~~21~~~~~Q Mehrschrittformel M(P1'cr 1 ). In diesem Zusammenhang 

nennt man die explizite Formel M(P1'cr 1 ) ~~~g~t!2~, die implizite 

Formel M(p,cr) ~2~~~t!2~; ein ~~~g!t!2~:~2~~~t!2~:Y~~f~b~~Q 
(P-C-Verfahren) hat somit die folgende Form: 

z* (0) - A 
j+1 - 1 z~ +hB 1 Fz~. J J 

Prädiktor M(P1'cr 1 ) (4.8a) 

z~ (i) =A z~+hB J+1 J 
Fz,Jo.+hCFz~ (i-1) 

J J +1 
Korrektor M(p,cr) ( 4 . 8b ) 

i=1(1)s; s: Anzahl der Auswertungen von M(p,cr) 

.. .. (s) 
Zj+1=Zj+1 

In der Praxis wird s=1 oder s=2 gewählt (siehe auch Abschnitt 

9.5.). 
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Der englischsprachigen Literatur folgend wird ein solches Ver

fahren P(Ec)sE-Verfahren Prediction (Evaluation, Corrections)s ----------------- -
Evaluation genannt, denn mit dem Er~g~~!Qr wird z3+1 zunächst 

durch zj~~) angenähert, sodann wird F s-mal ~g~g~~~~~~~ und die 

Näherung s-mal Y~~Q~~~~~!' Zum Schluß wird F (für den Gebrauch 
~ (s) 

im nächsten Rechenschritt) mit dem zuletzt erhaltenen Wert z. 1 
J+ 

Die letzte Auswertung von F kann auch weggelassen werden; man 

benutzt dann im anschließenden Rechenschritt F(zj~~-1») statt 

F(zj~~)) und spart so eine Funktionsauswertung pro Rechenschritt. 

Diese Variante der P-C-Verfahren wird ~i~Q2~:Y~~f~~~~~ genannt. 

Durch Substitution erkennt man sofort, daß die P-C-Verfahren 

(4.8a/b) alle die Form (3.14) haben, 

d.h. ~ -A * ( ~ ~ ) z'+1- z.+h~ x.,z"z. 1;h ; 
J J J J J + 

. F 11 l' t th ( "''' ) oft ('" "" lm a e s= lS 'I' X j ,Zj,Zj+1;h =BFzj+CF A1zj +hB 1Fzj ); (4.9) 

für s>l hat ~ kompliziertere Gestalt. 

Aus Satz 3.1. folgt daher: 

Satz 4.2. 

Ein Prädiktor-Korrektor-Verfahren ist genau dann stabil, 
wenn der Korrektor stabil ist. 

Der Prädiktor darf somit auch ~~~~~~~1 sein, d.h. M(P1,o1) 
braucht ~~~b~ das Wurzelkriterium zu erfüllen! 

Im Falle (4.9) eines PECE-Verfahrens ergibt Satz 3.1. eine Fehler
schranke der Form (4.5), jedoch mit 

k-1 k-1 k-1 
K1 =L . L: j ß j j + j ßk j L( L: ja.1 +hL L: I b. I ); 

J =0 j =0 J j =0 J 

Hierbei sind a
J
. bzw. ß

J
. die Koeffl'zl'enten b von p zw. ° und a. 

bzw. bj die Koeffizienten von P1 bzw. 01' J 
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Entsprechende Fehlerschranken lassen sich auch für P(EC)sE-Ver

fahren mit s>1 angeben. Man beachte, daß Satz 3.1. die Berech

nung von Fehlerschranken für das gesamte P-C-Verfahren gestattet 

und ~i~b~, wie vielfach in der Literatur angegeben, ~i~~~!~ für 

Prädiktor und Korrektor. 

4.3. Stabilität zyklischer Verfahren 

Bisher wurden die Näherungswerte y~ für j=k(1)m stets mit dem-
J 

selben k-Schritt-Verfahren (k~1) berechnet; im folgenden be-

trachten wir den Fall, daß die Yj mit y~r~Qhi~g~D~D Formeln be

rechnet werden, die i~_f~~~~~_B~ib~~f2!g~ zyklisch angewandt 

werden. Berechnet man beispielsweise ~j für gerades j mit der 

2-Schritt-Formel (4.10a) von Milne-Simpson und für ungerades j 

mit der 2-Schritt-Formel (4.10b) von Adams-Moulton, so ergibt 

sich das folgende "2-zyklische 2-Schritt-Verfahren": 

(4.10a) 

4.3.1. Definition zyklischer Verfahren 

Definition 4.2. 

Eine geordnete Menge von k.-Schritt-Formeln, i=o(1)M-1 
l 

heißt N:~~t!i~~b~~_Y~~f~b~~~, wenn die Formeln in vor-

gegebener Reihenfolge zyklisch zur Berechnung aufein

anderfolgender Näherungen y~. (j=k(1)m) angewendet werden. 
J 

Die einzelnen Formeln eines M-zyklischen Verfahrens nennen 

wir Stufen. 

1)[a] bedeutet hier die größte natürliche Zahl< a. 
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(4.10a/b) beispielsweise ist ein 2-zyklisches Verfahren mit den 

Stufen (4.10a) und (4.10b). Theoretisch können die Stufen aus 

verschiedenartigen Verfahren bestehen, jedoch setzen wir im 

folgenden meistens voraus, daß sie alle lineare k-Schritt-Ver

fahren sind. Wir sprechen dann von ~:~~!s1i~s:b~Q_!s:§s:b!:i~~:Y~!:: 

fahren (z.B. für M=2, k=3 auch kürzer von ~=~~_!s=2:Y~!:[~b!:~Q). 
In der Notation des Abschnitts 4.1. haben sie die Form: 

k (0) ~ (0)( 1II ". .h) 
ZMj+1=A ZMj+h<t> XMj ,ZMj,ZMj+1' 

.-. (1) * ~(1)( .. 11' .h) 
ZMj+2=A ZMj+1+h~ xMj +1 ,ZMj+1,ZMj+2' 

(4.11) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 
j=O(l)[~-l] 

wobei A(i)ER(k,k), i=0(1)M-1, Frobeniusmatrizen sind. 
( . ) 

Von dieser speziellen Gestalt der A,l wird jedoch an keiner 

Stelle der nachfolgenden Betrachtungen Gebrauch gemacht; es sei 

daher ausdrücklich angemerkt, daß alle Ergebnisse dieses und 
des nächsten Kapitels auf Verfahren vom Typ (4.11) mit ~1!g~: 
rneineren A(i) anwendbar sind! 

Man beachte, daß in jeder Stufe ein endgültiger Näherungswert Yj 
berechnet wird. Verfahren, bei denen das nicht notwendig der 

Fall ist, heißen nach Stetter 1731 ~~b!:~~~[ig~_~~b!:~S:b!:i~~Y~!:: 
[~b~~Q· Zyklische Verfahren sind somit Spezialfälle dieser Ver

fahren, ebenso P-C-VerfahrE;{l (die !s~iQ~ zyklischen Verfahren ge

mäß Definition 4.1. sind, obwohl Prädiktor und Korrektor 
zyklisch benutzt werden!). 
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Einige der in Kapitel 8 behandelten Runge-Kutta-Verfahren lassen 

sich als zyklische Verfahren darstellen; das Verfahren (8.12), 

beispielsweise, läßt sich wie folgt als M-zyklisches Verfahren 

schreiben, wenn h durch 2h ersetzt und für die 2. Stufe der 

P .. d . kt "'« '" 2 (J( "" ) ra 1 or Y2' 2=Y2'+ h -f 2 ·+2f2 · 1 gewählt wird: J + J -J J + 

Auf diese Zusammenhänge soll hi8r jedoch nicht elngegangen 

werden; aus didaktischen Gründen beschränken wir unsere Betrach

tungen vielmehr auf zyklische Mehrschrittverfahren, merken je

doch an, daß viele Ergebnisse sich ohne Schwierigkeiten auf 

mehrstufige Mehrschrittverfahren übertragen lassen. 

4.3.2. Stabilität 

Ein Stabilitätskriterium für zyklische Verfahren ergibt sich un

mittelbar aus Satz 3.1. Wir verfahren dabei genau wie bei den 

Stabilitätsbetrachtungen für P-C-Verfahren in Abschnitt 4.2. 

Dort wurde gezeigt, daß die Stabilität des P-C-Verfahrens 

"olr :Ir ( ..) z. 1=A1 z.+h<P 1 x.,z.;h 
J + J J J (4.12) 

'" « ( ... ,,* ) z. 1=A z.+h<P 2 x.,z.,z. 1;h 
J+ J J J J+ 

nur von den Eigenwerten der Matrix A abhängt, indem wir (4.12) 

in der Form (3.14) darstellten, d.h. 

zlt. 1=A Z~+h~(x.,z~,z~+1;h); 
J+ J J J J 

z'" = s o 0 
(4.13) 

Ganz analog finden wir, daß die Stabilität des 2-zyklischen Ver

fahrens: 

(4.14) 



von den Eigenwerten der Matrix A(l).A(o) abhängt, (welche die 
(0) (1) , f" h' 

gleichen sind wie die der Matrix A ·A ), welles ur l:-

reichendl ) kleines h>o durch Substitution von Z2j+l bzw. Z2j+2 

übergeht ln 

(4.15a) 

( 4 . 15b ) 

und beide Gleichungen (nach Umindizierung zj:=z2j bzw. 

Zo1o '=z· ) die Gestalt (4.13) haben. 
j' 2j + 1 

Die Verallgemeinerung auf ~~!!~~ig~~ M ist offensichtlich. Da-

mit ergibt Satz 3.1. das folgende §~~~!!i~~~~~~!~~r!~~_[g~ 

~:~y~!i~~b~_~:§~bri~~:Y~~[~br~~: 

Satz 4.3. 

M-zyklische Verfahren sind genau dann stabil, 

wenn 

1. die Eigenwerte von A:=A(M-l)A(M-2) ... A(l)A(o) betrags-

mäßig ~ 1 sind und 

2. zu den Eigenwerten vom Betrag 1 nur !!~~~~~ Elementar

teiler gehören. 

Definition 4.3. 

Erfüllen die Eigenwerte ]Ji(i=l(l)k) einer Matrix AdR(k,k) 

die Bedingung 1. und 2. von Satz 4.3., so sagen wir, daß 

Sle dem ~~~~!~~~~~~_~~~~~!~~!~~~!~~ genügen. Sie genügen 

dem ~~g~lJ_~~~~~!~~i~~~!~r.!!' wenn gilt: ]11=1, !]1i!<l, i=2(1)k. 

Genügen die Eigenwerte einer Matrix dem Wurzelkriterium (bezo

gen auf das charakteristische Polynom der Matrix), so erfüllen 

sie auch das ~~~~i~~r~~ Wurzelkriterium; die Umkehrung gilt zwar 

für ~r2Q~~!~~~~~ri~~~, jedoch ~i~Q~ für allgemeine Matrizen. Das 

rechtfertigt die Bezeichnung "erweitertes" Wurzelkriterium. 

1 ) 
man beachte Anmerkung 1 auf Seite 20 
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Die Bedeutung zyklischer Verfahren liegt darin, daß die Eigen

werte von A:=A(M-1)A(M-2) ... A(l)A(o) dem erweiterten Wurzelkri-

terium genügen können, obwohl die Eigenwerte von A(r)(r=0(1)M-1) 

ihm ~i~b~ genügen. Praktisch bedeutet das: Ein ~:~y~~i~~b~~_Y~~: 

f§b~~~_~§~~_~~§Qi~_~~~~2_QQ~Qb~_~i~ig~_Qg~~_§~~~_~~i~~_§~~f~~ 

i~~~§Qi~_~i~g. Verwendet man als Stufen insbesondere ~~~~~Qi~~ 

lineare k-Schritt-Formeln hoher Konsistenzordnung, so lassen 

sich stabile Verfahren gewinnen, deren Konvergenzordnung g~2~~~ 

ist, als die (durch Satz 3.3. bestimmte) IB~~~IB§~~ Ordnung 

stabiler linearer Mehrschrittverfahren. 

Donelson und Hanseni) haben als erste systematisch zyklische 

Mehrschrittverfahren berechnet; von ihnen stammt das folgende 

Beispiel eines stabilen M=3,k=3-Verfahrens: 

'ft 4 '" '" ,.. * 'r k 

33Y3j + 3+ 2 Y3j +2- 57y 3j +1 =h(10f3j + 3+ 57f 3j +2+ 24f 3j +l-f 3j ) (11. 16a) 

" .. '" 6 )( 4 * ... 44" 4 -" ) 125Y3j+L;-144Y3j+3-117Y3j+2+13 Y3j+1=h( 2f3j+4+117f3j+3-1 f 3j +2- 5f3j +1 (4.16b) 

58Y;j+5+531Y;j+4-306Y;j+3-283Y;j+2=h( 9t;j+5+306f;j+4+531f;j+3+84f;j+2 (4.16c) 

Alle drei Stufen sind stabil und haben für y€c 7 [a,b] die Kon

sistenzordnung 5; dennoch konvergiert das Verfahren sogar mit 

der Q~g~~~g_§ (wenn Startwerte und Prädiktoren ausreichende 

Ordnung haben), wie wir in Kapitel 5 zeigen werden. 

l)Donelson,Hansen: Cyclic Composite Multistep Predictor

Corrector Methods, SIAM J. Numer. Anal. 8, 137-157 

(1971). 
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4.4. Stabilitätsbetrachtungen bei einern partiellen Differential

gleichungsproblem 

Ähnlich wie im Falle der Konsistenz, soll auch jetzt wieder an 

einern Beispiel gezeigt werden, daß der Stabilitätsbegriff des 

Abschnitts 3.1. und der Stabilitätssatz 3.1. auch auf andere 

Diskretisierungsprobleme als die gewöhnlicher Differential

gleichungen anwendbar ist. Hierzu betrachten wir wieder die 

parabolische Differentialgleichung (2.4), fUr die sich in Ka

pitel 2 durch Diskretisierung die folgenden Verfahren (2.6a-c) 
ergaben: 

a) u "'. ( 9, + 1 ) = (1 2 - CJ 11 ~ ) u--: (9,) + CJ 11 t ( U >1<. (9, ) + u ~ (9, ) ) + 11 t f~ ( 9, ) ; 
J (L'lx) J (l1x)2 J+1 J-1 J 

j=1(1)m1-1; 9,=0(1)m2-1 

b) '" (9,+1) '" (9,-1) u. =u. + 
J J 

j=1(1)m1-1; 9,=1(1)m2-1 

c) - CJ 11 t u ~ (9, + 1 ) + ( 1 + 2 CJ 11 t ) >I- (9, + 1 ) CJ /1 t ~ ( 9, + 1 L '* (9,) A t f». (9, ) 
(L'lx)2 J+1 (l1x)2 uj (l1x)2 U j _1 -U j +u J 

j=1(1)m1-1; 9,=0(1)m
2

-1 

Wir setzen: a= 

;~(~l n(l1t) 
1" • J 1';; ( ~ ) (1-2a) a 0 0 

~:= Li': = a (1-2a) a 0 
A = 0 

~. l 
, 1 0 (1-2a) 0 

t"( 9,) 
a 

u",(O I 

n( (~-lMt) ...................... 
~-1) m1-1 0 0 a (1-2a) 



-2 1 0 0 i 1+?al 
-8 0 0 

1 -2 1 0 -a (1+ 2a) -;:} 0 
c= 0 1 -2 0 A = 

l 
0 -a (1+2a) 0 3 . . . 

0 0 ... 1 -2 0 0 -a (1+2a) 

Dann gehen a)-c) über in die Darstellungen: 

a) (4.17a) 

b) 

( U~_l\ mit v"Q,= LfQ, ) erhält man hiel~aus elf! Ein~~chrittverfahren 

= (fJ) E IR 2 ( r~1 1 - 1 ) . . , 
f" 

Si, 

c ) 

( li . 17 c ) 

Alle drei Verfahren sind damit auf die Form (3.14) zurückge

führt, ihre Stabilität ergibt sich daher nach Satz 3.1. aus den 
-1 

Eigenwerten der Matrizen Al' A2 und A
3 

: 
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a) Man kann zeigen, daß 

4 . 2 (j7f ) 
~j=l- a Sln 2m

1 
' 

die Eigenwerte von Al gegeben sind durch: 

j=1(1)m1-l; für lal~~ gilt für den 

Spektralradius von Al: 

(2.6a) ist daher stabil 

p(A
1

)<1; das explizite Verfahren 
.. crflt 1 

fur a = 2 ~ 2 . 

b) Ist ~to Eigenwert von A2 , so 

Multiplikation von links mit 

(fix) 

folgt aus det(A2-~I)=o 

de t (i ~ ~) , ~ f 0 : 

det (2a~C+(1-~2)I)=O 
2 

det (C+ 21- 11 I) =0 
a~ 

durch 

Ist A Eigenwert von C, so gilt daher ~=aA+/a2A2+1. Da alle 

Eigenwerte von C von Null verschieden sind, existieren somit 

für beliebiges a Eigenwerte ~ mit 1~1>1; das 2-Schrittver

fahren (2.6b) ist somit für alle fix und fit instabil. Ersetzt 
man jedoch in (2.6b) den-;~~~-;~~TI)-~~~~~-(~~TI:l)+u~(~+l), 

J J J 
so ergibt sich das Y~~[~b~~~_~2~_Q~_~2~~:~r~~~~~, welches für 

alle fix und fit stabil ist. 

c) Alle Eigenwerte von A
3 

sind (vgl. Al mit a:=-a) für a>o be

tragsmäßig größer als 1; daher gilt P(A;l)<l für beliebiges 

a>o. Das implizite Verfahren (2.6c) ist deshalb f~~_~~1~_~~ 

und fit stabil. -------------
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5. über die Ordnung zyklischer Verfahren 

In Abschnitt 4.3. wurde bereits ein zyklisches Verfahren der 

Konvergenzordnung 6 angegeben, dessen Stufen lediglich die Kon

sistenzordnung 5 haben. Donelson und Hansen / 7 1/ gewannen der

artige Verfahren, indem sie für k=2,3,4 k-stufige k-Schritt

Verfahren mit instabilen Stufen der Konsistenzordnung (2k-l) 

ersetzten durch äquivalente k-stufige kM-Schritt-Verfahren mit 

stabilen Stufen der Konsistenzordnung 2k. Die dabei erforder

lichen Rechnungen sind jedoch sehr aufwendig und machen eine 

Untersuchung der Fälle k>4 aussichtslos. 

Im folgenden wird ein völlig anderer Weg zur Gewinnung zyklischer 

Mehrschrittverfahren maximaler Ordnung beschritten. Ausgangs

punkt ist dabei wieder Satz 3.1., aus dem sich - durch leichte 

Modifikation seines Beweises - eine allgemeine Theorie über 

Verfahren der Konsistenzordnung q mit der Konvergenzordnung 

(q+l) ergibt. Diese Theorie führt zu einem tieferen Verständnis 

k-zyklischer k-Schritt-Verfahren der Ordnung 2k, vereinfacht 

ihre Berechnung ganz erheblich und ist prinzipiell auch auf all

gemeinere Verfahren anwendbar. 

5.1. Eine Modifikation des Satzes 3.1. 

Für Verfahren der allgemeinen Form (3.14): 

* .I( ( <!" h) z_ l=Az-+h~ x-,z-,z-+l; , 
J+ J J J J 

z~=c; (h)- J-=o(l)m-k 
00' 

(5 _ 1 ) 

untersuchen wir im folgenden die Frage: 

Wie kommt es, daß Verfahren mit der Konsistenzordnung q 

i. allg. auch die Konvergenzordnung q haben, und ist das 

immer der B'all? 
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Eine Antwort hierauf ergibt sich aus einer Analyse des Beweises 

von Satz 3.1.: Dort wurde (vgl. S. 21 mit vj=Zj' wj=zj) die 

Norm des Terms 

( 5.2 ) 

in Gleichung (3.16) nach oben abgeschätzt durch 

( 5 . 3 ) 

Wegen h(j+l)=(x. 1-a) hat (5.3) die Ordnung q in h
1

). Jeder 
J+ 

Summand in (5.2) hat aber die Ordnung (q+l), so daß unter be-

stimmten Voraussetzungen möglicherweise auch die Summe (5.2) 

für j+oo die Ordnung (q+l) in h hat. Verfahren, für welche das 

der Fall ist, hätten - wie der weitere Verlauf des Beweises 

von Satz 3.1. zeigt - bei passend gewähltem Startvektor ~o(h) 

die Konvergenzordnung (q+l). Tatsächlich gelingt es mittels 

der folgenden B2~~f~~~~~2Q_~~~_~~~~~~_d~~~' Verfahren der Kon

sistenzordnung q zu konstruieren, welche mit der Ordnung (q+l) 

konvergieren (siehe Abschnitt 5.2. und Kapitel 10). 

Lemma 5.1. 

Seien ~1=1 und ~itl (i=2(1)k) die (nicht notwendig von

einander verschiedenen) Eigenwerte von AER(k,k) und sei 

{u(~i),i=l(l)k} eine Normalbasis 2 ) in Rk ; dann sind die 

folgenden beiden Bedingungen äquivalent: 

k 
t= ~ 

i=l 

T P t=o 

d.u(~.) 
1 1 

mit ( 5.4 ) 

mit T 
A p=p; Pf<Y (5.5) 

1) . 
1m folgenden werden stets ausreichende Differenzierbarkeits
eigenschaften von y vorausgesetzt. 

2 ) . 
vgl. z.B. FaddeJew-Faddejewa, S. 90 
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Beweis: 
r. 

Sei r· die Stufe des Vektors u(~.), so gilt (A-~.I) lU(~.)=cr 
l T· T l l l 

und aus p AJ=p für alle JEN 

[
r.( ) n \ T l r. r.- N 9, Ir. T 

p L: / (-~.) l A j u(~. )=(1-~.) lp u(~. )=0 
9,=0' l l l l 

folgt: 

T P u(~. )=0 . 
l 

F~ir i=!=l ist daher ( 5.6) 

Aus der linearen Unabhängigkeit der u(~.), i=l(l)k, und 
T l 

pt~ folgt: p u(l)=!=O 

Die Behauptung folgt T T nun aus p t=d 1P u(l). <J 
Voraussetzungen: 

(1) Die Eigenwerte ~., i=l(l)k, der Matrix AER(k,k) mögen dem 
l 

engen Wurzelkriterium genügen. 

(2) Das Verfahren (5.1) habe einen "lokalen Ersetzungsfehler" 

(3a) 

(3b) 

Th [z] (x 9, ) : =h -1 ( z j + 1 - A z j - h<jJ (x j , z j , z j + 1; h) ) 

der Form: 

( 5 . 8 ) 

(5.9) 

mit Zj Wle in (4.2), beschränktem g: [a,bJ+R, g9,:=g(x9,) und 

konstantem tERk . 

Es sei entweder: -------- pTt=O mit ATp=P, ptCY (5.10) 
J 

oder: I L: g9,1 für alle j EIN beschränkt (5.11) 
9,=0 

(4) Der Startvektor so(h) habe (wenicstens) die Konvergenz

ordnung (q+l): 

(5.12) 

Satz 5.1. 

Unter den Voraussetzungen (1)-(4) konvergiert der Verfahren 

(5.1) mit der Ordnung (q+l). 

Anmerkungen: 

1. Eine Abschwächung der Voraussetzung (1) ist möglich, jedoch 

ohne praktische Bedeutung. 
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2. Beim linearen k-Schritt-Verrahren (4.1) hat Th[Z] (x2 ) die Ge

stalt (5.4) mit g2=c
Q

+1y(Q+l)(x2 ), wie (4.3) zeigt; im Falle 

eines Systems von n Dirferentialgleichungen ist daher g2ERn 

Eine Verallgemeinerung der Voraussetzungen auf den Fall n>l 

wäre somit sinnvoll und ist - analog zum Vorgehen in Ab

schnitt 4.1. 1 ) - auch möglich. Aus Gründen der Verständlich

keit wird hieraur aber verzichtet und nur der Fall n=l dar

gestellt. 

Beweis von Satz 5.1. 
k 

(5.2) ergibt mit (5.9) und t= L d.u(~.) 
. 1 l l l= 

(5.13) 

j-2 
~. u(~.) 

l l 

(5.14) 

wobei die P. (2) Polynome vom Grad (r
l
.-l) sind. S(j) ist somit lr 

für alle JEN beschränkt, wenn die Voraussetzungen (1), (2) und 
(3) gelten. 

(5.13) hat dann die Ordnung (q+l) in h und durch entsprechende 

Modifikation im 2. Teil des Beweises von Satz 3.1. ergibt sich 
statt (3.21) die Ungleichung: 

(x.-a)u (5.1) 
De J i . 

"Vj+l-wj+1".2.----r:-~{(1+hKl)/Ivo-wJI+ ~~ h l: Al
-
2 (Th [v] (x )-Th[w] (x

2
))} 

2 0.2.l .2.J + 1 2 =0 2 

Mit 
(1+hoK

1
) 

K4 :-(1-h K ) 
o 2 

(5.13) und (5.15): 

(b-a )u 
De o. , V.=z.,w.=zJ'.,Th[zIlJ (xn)=d' folgt 

J J J J x-
aus 

l 1 z. - z*·11 < K 411 z -2:; ( h ) 11 + 10 (h q + 1 ) 
J J - 0 0 L1 

Wegen Voraussetzung (4) hat das Verfahren daher die Konvergenz-
ordnung (Q+l). <J 

1)man ersetzt im folgenden Beweis A durch ihre Block-Frobenius

form ffi.E!R(nk,nk), gn t durch g ~t._(g(~2)tj IRnk 
N Q,OOI • -. E und beweist die 

j . g(x
2
)t 

Beschränktheit von /IQ,:oA
J

-Q,(g(XQ,)0t)11 nk mit IlgQ,&t/l nk:= m;.x Ilt.g(x
2

)/1 n 
R R o<l<k l IR 

unter Beachtung von ~(gn0t)=gn~At, Rn k 
N x- gQ,E, tElR , AdHk,k). 
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Beispiel zum Satz 5.1.: 

Für das Verfahren 
III 

+h f 2j 
(5.16) 

g = I ~ y"(X2j ) für 9, = 2j 

9, 1 
yll(X

2j
) für 9,=2j+l -2 

Wegen I i g9,I.:::.~· max ly"(x)1 ist (5.11) erfüllt. Das Verfahren 
9,=0 XE:: [a,bJ 

konvergiert daher nach Satz 5.1. mit der Ordnung 2, obwohl jede 

der beiden Stufen nur die Konsistenzordnung q=l hat. <J 
Das obige Beispiel wurde in anderem theoretischen Zusammenhang 

bereits von Spijker 1681 angegeben. Spijker zeigt, daß sich bei 

Wahl einer anderen Stabilitätsdefinition in gewissen Fällen eine 

höhere Konvergenzordnung nachweisen läßt und gibt als Beispiel 

dafür zyklische Verfahren an, die allerdings sehr spezieller Art 

sind. Alle Verfahren, die Voraussetzung (3b) erfüllen, haben auch 

nach Spijker die Ordnung (Q+l). Wesentlich allgemeiner und wich

tiger für die Praxis ist jedoch Voraussetzung (3a); die hiermit 

gewonnenen Verfahren der Konvergenzordnung (q+l) lassen sich 

nicht aus der Spijkerschen Theorie ableiten1 ). Beispiele für die 

Anwendung der Voraussetzung (3a) werden am Ende von Abschnitt 

5.3. angegeben. 

l)ES ist jedoch wahrscheinlich, daß sich diese Theorie erweitern 

läßt, wenn man etwa die Beschränktheit von (5.13) in die Sta

bilitätsdefinition aufnimmt. 
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5.2. Maximale Ordnung M-zyklischer k-Schritt-Verfahren 

Wir zeigen nun, wie man mittels Satz 5.1. k-zyklische k-Schritt

Verfahren der Konvergenzordnung 2k konstruieren kann und be

trachten dazu den Fall M=3, k=3 mit Stufen der Ordnung 5. Dann 

gilt (in der Notation (4.2)) für die Vektoren z. der exakten 
J 

Lösung bei hinreichenden Differentiationseigenschaften von y: 

b · (r) . 
wo el c 6 dle Fehlerkonstanten der Stufen sind. 

Für genügend kleines h sind (5.17a-c) auflösbar; durch Sub
stitution folgt: 

_ (2) (1) (0) '" 
Z3j+3- A A A Z3j+h$(x 3j ,43j,z3(j+1);h}+hTh [Z] (x

3j
) (5.18) 

mi t T ( 0 ) [z] (x .): = h 5 y ( 6 ) ( x .) t + (!l (h 6 ) 
h 3J 3J 0 (5.19) 

(5.20) 

d.h .. die Näherungen zj mit j=o(mod 3) lassen sich aus einem Ein

schrlttverfahren der Form (5.1) gewinnen, nämlich aus 

(5.21) 



Für die Näherungen zj(j=r(mod 3), r=1,2) gilt entsprechend: 

.... '" 

z;(j+l)+r=Ar Z;j+r+h~r(x3j+r,Z;j+r,z;(j+l)+r;h) (5.22) 

"tl) ml (5.23) 

und (5.24) 

Genügen A und t den Voraussetzungen des Satzes 5.1., so haben 
o 0 

die Näherungen Z3j die Konvergenzordnung 6. 

Lemma 5.2. 

Beweis: 

~+=1 ist einfacher Eigenwert von Ar +1 , daher existiert eln 

p;+lf~mit P;+l~r+l=P~+l und mit (5.23) folgt: p;+lA(r)f~. 
Nach Multiplikation von rechts mit A(r) gilt: 

(pT A(r»)~ =(pT A(r) denn A A(r)=A(r)A 
r+l r r+l ' r+l r 

Aber .... auch Pr ist Eigenvekto(r zum einfachen Eigenwert ~1=1 
T " T r) T 

von Ar ; daher lSt: Pr+1A =aPr; a=const.fO (5.26) 

Aus tr+l=A(r)tr+(I-~r+l)c(r) und (5.26) folgt nun P;+ltr+l=ap~tr 
und hieraus die Behauptung. <J 

Lemma 5.2. besa~t: Genügen A und t den Voraussetzungen des o 0 

Satzes 5.1., so haben alle Näherungen t 3j , Z;j+l und Z;j+2 die 

Konvergenzordnung 6. 

1) b " " o erelndlzes slnd mod 3 zu nehmen! 

2) 11 " " a e Indlzes lm Lemma und seinem Beweis sind mod 3 zu nehmen. 
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Völlig analog folgt für ~~1~~Q~g~~_~ aus Satz 5.1.: 

Satz 5.2. 

Ein M-z~klisches k-Schritt-Verfahren mit Stufen der Kon

sistenzordnung q >q und Startwerten der Konvergenzordnung r-
~(q+l) konvergiert für Yd:;Q+2[a,b] mit der Ordnung (q+l), 

wenn gilt: 

(1) die Eigenwerte ~i,i=l(l)k, von A:=A(M-l)A(M-2) ... A(l)A(o) 

(A(r)ER(k,k) Frobeniusmatrix der r-ten Stufe) genügen 

(2 ) 

dem engen Wurzelkriterium. 

T T 
p t =0 mit A p =p, p tcr ( 5.27 ) 

t:=c(M-l)+A(M-l)c(M-2)+A(M-l)A(M-2)c(M-3)+ ... +A(~-1~ ... A(l)c(o) 

(5.28) 

c (r ) : = ( 0 , O. • . 0 , c ~ ~ i )E Rk ( 5 . 2 9 ) 

c~~l: Fehlerkonstante der r-ten Stufe, falls qr=q; 
sonst o. 

An kein~Stelle des Beweises von Satz 5.2. wurde benutzt, daß 
A (r) F b' . . 

ro enlus-Matrlzen slnd; er läßt sich daher prinzipiell 
auch auf allgemeinere zyklische Verfahren ausdehnen1) 

1) " 
elne Arbeit hierüber ist l"n Vorbereitung. 
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5.3. Vereinfachung der Ordnungsbedingung (5.27) 

Die Bedingung (5.27) läßt sich ohne jede Rechnung unmittelbar an

geben, wenn man berücksichtigt, daß die A(r) Frobenius-Matrizen 

sind. Diese Möglichkeit wird im folgenden wieder am Beispiel 

k=M=3 erläutert: 

i=o,1,2. 

. (0 
und A (l) = \ 0 

(i) 
-a o 

o ) 1 , 
(i) 

-a 2 

wobei c~i) (i=0,1,2) wieder die Fehlerkonstanten der Stufen 

sind. Definiert man q durch p=LTq, so geht Voraussetzung (5.27) 

über in die einfachere Form: 

mit 
T ... 

q CL-LA) =0' (5.30) 

Dieses lineare System für die Komponenten von q hat eine Lösung 

qfO, wenn die Systemmatrix den Rang~(k-l) hat. Wegen der Singu

larität (als Folge der Konsistenz der Stufen) von 

l+a(o) (0 ) Co) 
0 

a 1 a 2 

( 1 ) l+a(l) Cl) 
L-LA= a 2 0 

a 1 

(2 ) ( 2 ) 1+a(2) a 1 
a

2 0 

ist das der Fall, 

det =0 (5.31a) 
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BerUcksichtigt man noch c~~)=cons~.(1+a~i»,i=0,1,2, so kann Be

dingung (5.27) fUr k=~=3 ersetzt werden durch: 

l+a(o) (0) (1+<°))1 0 a l 

det 
(1) l+a(l) (l+a(1» = 0 (5.3lb) a 2 0 

(1+a:2 ))) ( 2 ) ( 2 ) a a 2 :l 

Die Verallgemeinerung auf beliebiges M=k ist offensichtlich und 

ergibt das folgende Korollar: 

Korollar 5.2. 

Lü M=k unel haben elie Matrizen A(r),r=0(1)k-1, Frobenius

~estalt, so kann elie Orelnungsbedingung (5.27) ersetzt 
werden durch 

l+a(o) (0) (0 ) ( 1 +a ( 0 ) ) 
0 a l a k - 2 0 

( 1 ) l+a(l) (1) (1 +a ( 1 ) ) a
k

_
l 0 a k - 3 0 

det . . . . . . . . . . . . . = 0 (5.32 ) 

(k-2) (k-2) 1+a(k-2) (1+a(k-2» a 2 a
3 0 0 

(k-l) (k-l) (k-l) (l+a(k-l» a l a
2 a k - l 0 

und das Verfahren ist stabil, wenn fUr (k-l) Zahlen ~i,i=2(1)k, 
mit 1Pil<1 gilt: 

/lJ.+a(o) (0 ) (0 ) (0 ) 
l 0 a l a k - 2 a k - l 

lJ.a(l) lJ . +a ( 1 ) (1) ( 1 ) 
l k-l l 0 a k - 3 a k - 2 

det . . . . . . . . = 0 (5.33) . 
(k+2) (k-2) (k-2) (k-2) lJia2 lJ i a 3 ... )J. +a a l l 0 

(k-1) )J a(k-2) (k-1) ~.+a(k-l) )Ji a l i 2 .. ·)Jia k_l 
l 0 
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Mit Satz 5.2. und seinem Korollar können durch zyklische Kombi

nation von k (instabilen) k-Schritt-Formeln der Konsistenzord

nung (2k-l) stabile Verfahren mit der ~~~~~~!~Q Konvergenzord

nung 2k gewonnen werden (siehe Kapitel 10). 

Beispiele: 

1. Für das Verfahren (4.16a-c) rechnet man leicht nach, daß 

Gleichung (5.31b) erfüllt ist. 

2. Die erste Stufe des M=2,k=2-Verfahrens (4.10a/b) hat die 

Konsistenzordnung 4 und die zweite die Ordnung 3; für die 

Fehlerkonstanten gilt daher: c~o)=O, c~l)fO. Hiermit Jau

tet die dem Fall M=k=2 entsprechende Gleichung (5.31a): 

- det (5.34 ) 

Sie ist für beliebiges c~l) erfüllt, d.h. i~9~_Q~!~~Q~g~ 
lineare 2-Schritt-Formel mit der Konsistenzordnung 3 er

füllt in Verbindung mit (4.10a) die Voraussetzung (2) von 

Satz 5.2. 

Zur Kontrolle der Voraussetzung (1) berechnen Wlr ~:=A(l)A(O) 
mit 

Für la(l)l<l ist damit auch Voraussetzung (1) erfüllt und aus 
o 

Satz 5.2. folgt: 

Die zyklische Kombination von (4.10a) mit einer Q~!~~Q~g~Q 

linearen 2-Schritt-Formel mit der Konsistenzordnung 3 und 

la(l)l<l ergibt ein Verfahren der Konvergenzordnung 4, wenn 
o 

die Startwerte die Ordnung 4 haben. 
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§6. Stabilität _ el"nes Differentialgleichungsproblems 

Abschnitten wurde die Stabilität numerischer In den vorigen 

Y~~f~b~~~ definiert 
nach der Stabilität 

und untersucht. Im folgenden fragen wir 

des f,estellten Differentialgleichungs2~2: 
blems (1.1): 

y'-f(x,y)=O; y(a)=n o XE [a, 00 ) 

Retrachten wir hierzu das Problem 

vI-fex -y)=()' c , , v(a)=n +8 
c 0 0 

mi t der "Störunf," 8 0 in der Anfangsbedingung . Für den Fehler 
e(x)=y(x)-y(x) gilt: 

( 6 . 1 ) 

e'-g(x e)=O' ., , ( 6 . 2 ) 

mit g(x,e(x))=f(x,y(x)+e(x))-f(x,y(x)) 

Die Lösun~ von (6.2) bezeichnen wir mit e(x;o ,a). Analog zu den 
o 

Betrachtungen in § 3.2. nennen wir (6.1) stabil, wenn "kleine" 

Störungen in der Anfangsbedingung auch nur :Jkleine" Änderungen 

der Lösung y(x) in xE[a,oo) bewirken. Genauer ausgedrückt defi
nieren wir: 

Defini tion 6.1. 

Das Problem (6.1) heißt ~!~2i1, wenn es zu jedem 

E>O eine positive Zahl 0 gibt, so daß Ile(x;oo,a)II<E 

gilt fQ~_~1!~ XE [a,oo) wenn nur 11<5 11 <0 ist· anderen-
falls heißt es i~~t~2i1. , 0 ' 
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Beispiel 

Die Dgl. y , = 1 Oy - 11e xp ( - x ) ; y ( 0 ) = 1 

hat die Lösung y(x)=exp(-x). (6.2) ergibt: 

d.h. 

e'-10e=O; e(O)=o 
o 

e ( x ; ° ,0) = 0 . e xp ( 10 x) o 0 

Wie klein auch immer ° ist, stets existiert ein o x o 
iJe(x;oo,O)II>E fUr x>xo . Die Dgl. ist daher instabil. 

Allgemeiner gilt der folgende Satz: 

Satz 6.1. 

( 6 . 3 ) 

so (laß 

Das lineare Differentialgleichungssystem mit konstanten 

Koeffizienten y'=Ay, y(a)=Tl o ' v:IR-+lRn ; ist gf;n~J.1J rl':;.;] sU;tbiJ, 

wenn fUr die Eigenwerte \. der Matrix A gilt: max Pe ~.<O. 
J J-1.:::. j.:::.n 

Der Beweis folgt aus e(x;o ,a)=exp((x-a)A)oo;o ElRn . o 0 

Instabile Differentialgleichungsprobleme lassen sich über 

"kleine" Intervalle ohne Schwierigkeit lösen; bei "großen" 

Intervallen versa~t jedOCh j§9§~ numerische Verfahren. 
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§ 7. Stabilität bei fester Schrittweite h 

7.1. ~emeine Betrachtungen 

Bisher betrachteten wir stets ein endliches Integrationsintervall 

[a,bJ mit b-a=m·h und untersuchten die Stabilität eines Verfahrens 

für m~oo, 9~b~_[gr_b=Q. Im folgenden sei [a,oo) das Integrations

intervall und wir fragen nun nach der Stabilität eines Verfahrens 

für m~oo bei [~~!~r Schrittweite h>O. Insbesondere interessiert, 

wie klein h wenigstens gewählt werden muß, um Stabilität zu er
reichen. 

Eine Antwort hierauf ist auch bei großen ~~9~i~b~~ Integrations

intervallen von praktischem Interesse (wobei wir ein Intervall 

[a,t~ schon "groß" nennen wollen, wenn b~a > 100 ist). 

Bezeichne M(p,a) wieder ein k-Schritt-Verfahren der Form (1.6) 
mit den erzeugenden Polynomen p und a. Dann gilt mit Ery.:=y. 

J J+r 

p (F, ) v ~ - ha (F, ) f~ = () 
C J J 

und fUr oie (exakte) Lösun8: y der Dgl. (1.1) gilt 

Hieraus folgt 

r/!i t f ( x j ,y j ) - f ( x
J
. , y J': ) = J f (x . ,y . ) (y . _ y '!') 

J J J J 

J f: Funktionalmatrix von f; y. =y'~ +8 . (y. -y",:). "<5. 11< 1 
J J J J J' J .. 

und den Abkürzungen 

e . -y ... j . - j -y j ; J (x. y~ ). -J . 
f J' j .- j' 

C7. 1) 

( 7.2 ) 
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ergibt sich die folgende Differenzengleichung für den g1QQ~1~~ 
Fehler e.: ------ J 

p(E)e.-ho(E)J.e.=hT. 
J J J J 

Sind die Startfehler e j (j=0(1)k-1) bekannt und kennt man auch 

(7.3) 

J j und Tj , so läßt sich (7.3) lösen und der globale Fehler ej für 

jedes j berechnen. Im allgemeinen sind J. und T. jedoch nicht be-J J -----
kannt. Daher sind exakte Stabilitätsaussagen nur für den sehr ein-

fachen Fall der linearen Differentialgleichung y'=AY, y:~~ mög

lich, auf den wir uns im folgenden beschränken, sowie für lineare 

Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten: 
n ybAy, AEIR(n,n), y:IR-+R . 

7.2. Stabilitätsbereiche 

Im Fall der Dp;l. y'=AY, y(a)=llo' y:IR-+IR, AE[; ist Jjd: uno 

von j unabh9ngig und es pilt Jj=A. (7.3) lautet dann 

mi t H: = Ah 

Die bQ~Qg~~~ Gleichun? (7.4) hat dann die Lösung 

k 
e. = L 

J i=l 

falls die Nullstellen ].1. (H), i=l(1)k, des Polynoms 
l 

(7.4) 

(7.5) 

einfach sind. Bei (beispielsweise) r-facher Nullstelle ].11 lautet 

sie 

. j 
- . C .r-1) j+C ].1J

r
+1+·· .+Ck ].1k e j = ( Cl + C 2 J + ... + r J ].1 1 r + 1 

(7.6) 
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flahpr muß h wenigstens so klein gewählt werden, daß für H:=Ah 

f':ilt: 

1. 

2 . ll.(H) vom Betrag 1 müssen ~!Qfgfb sein, . dle '"1 

anderenfalls wächst der globale Fehler ej unbeschränkt mit J. 

Die Lösung e. der iQbQ@Qg~D~D Gleichung (7.4) kann mit j~oo auch 
J 

dann unbeschränkt wachsen, wenn (7.7) erfüllt ist, jedoch nicht 

im Falle Re :\<0. 

Anmerkungen: 

1. Für h~O geht die Bedingung (7.7)über in das Stabilitäts

kriterium des Satzes iL1. (Seite 28), denn die "fl. (o),i=l(l)k, 
1 

sind gerade die Nullstellen des Polynoms p. 

2. Nach Satz 6.1. ist y'=:\y für ReA>O instabil, d.h. die Lösung 

Y j ist für j+co nicht beschränkt. Daher braucht (7. n für 

Re:\>O nicht erfüllt zu sein, jedoch sollte der Fehler ej für 

j~co nicht schneller wachsen als yj' d.h. der I~1g~!y~ Fehler 

soll te beschränkt sein (siehe hierzu Def. 7.2). 

1:Jir fassen in etwas allgemeinerer Formulierung zusammen: Hendet 

man ein Diskretisierungsverfahren M an auf die (skalare) Diffe

r0nti8l~leichung y'=AV, so ergibt sich eine lineare Differenzen

r':lcidl\lrW. mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische 

Polynom Q(w;H) dieser Differenzengleichung enthält H:=Ah als 

Parameter und von seinen Nullstellen lJi(H) hängt das Verhalten 

des ~loba]en Fehlers e. für j~co ab. 
J 

l'efini tion 7.1. 

Q(lJ;H) heißt fb~~~~~~~i~~!~~b~~_~2l~~2~ des Ver
fahrens f1. 
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Beispie le : 

1. Im Fall des k-Schri tt-Verfahrens ~1( p, a) hat, wie wir ge

sehen haben, die Differenzengleichung die Form (vgl. (7.1.» 

p (E ) /. - Aha (E ) l· = 0 ( 7 . 8 ) 
J J 

und das charakteristische Polynom von M(p,a) lautet 

2. Das charakteristische Polynom des modifizierten Euler-Ver

fahrens (1.8) lautet: 

Die Forderungen (7.7) und Bemerkung 2 legen die folgende Definition 

nahe: 

Definition 7.2. 
Ein Verfahren M der Ordnung q heißt ~~~2~~~_~~~~!1 

f~r_~~~, wenn für die Nullstellen ~i(H), i=l(l)k, 

seines charakteristischen Polynoms Q(~;H) gilt: 

Es heißt relativ stabil für H, wenn gilt: --------------------

wobei ~1 diejenige Wurzel ist, für die gilt: 

Diese Wurzel heißt ~~~E~~~r~~1· 

(7.10) 



rlTan beachte, daß ein fUr H absolut stabiles Verfahren nicht 

notwendig auch relativ stabil zu sein braucht. Bei einern für 

H ab so I ut, j edoch ~~~b! rela ti v s tabi len Verfahren geht im 

Falle der (skalaren) Dgl. y'=AY zwar der ~~~~!~!~ Fehler e j 

mit j+oo gegen Null nicht aber der r~!~~!Y~ Fehler ej/Yj. 

Konsistente Einschrittverfahren sind stets relativ stabil. 

Beim Beispiel des Abschnitts ).1. (Seite 13ff) ist 

für alle Ah<O 

es ist daher für kein H<O absolut stabil; wegen 

ist es auch für kein H<O relativ stabil. 

Defini tion 7.3. 

Seien wiCH), i=l(l)k, die Nullstellen des charakte

ristischen Polynoms Q(w,H) des Verfahrens M. Dann 

heißt die Menge 

(7.1 1 ) 

§~r~!~b_~~~2!~~~r_~~~~!!!!~! (kürzer: Stabilitätsbe---------------

H ist also die Menge derJ"eni~en H=Ah, fu""r welche " h dle Methode M, 

angewandt auf y'=AY, (absolut) stabl"l ist. 

D~ese Aussage läßt sich wie folgt auf ~~~!~~~ linearer Differen

tlalgleichungen mit konstanten Koeffizienten der Form 

y'=Ay ; AS!R(n,n) (7.12) 

verallgemeinern, wobei auch deutlich " wlrd, warum ~~~2~~~: 
~~r~!g~ A zugelassen wurden: 
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Satz 7.1. 

Die Methode M(p,a), angewandt auf (7.12), ist genau 

dann absolut stabil, wenn gilt: hAjt~, j=l(l)n, wo

bei Aj€C die Eigenwerte der Matrix A sind. 

Beweis: 

M(p,a) auf y'=Ay angewandt ergibt: 

p (E )/.-hAa (E )l· =0 
J J 

S . N S-l . el = AS dle Jordan'sche 

Normalform von A, so folgt 

aus (7.13) durch Multiplika

tion von links mit S-l und 
-1 . 

z: =S ylf.: 

N= 

p(E)z.-hNa(E)z.=O 
J J 

Al 1 

1 , 

. ~ 1: 0-

\ ~ 
A2 

·A 

" r 

(7.13) 

0.14) 

Diese Gleichung zerfällt in r (skalare) homogene Differenzenglei

chungen 

C7.15a) 

die je einem der r Elementarteiler von A zugeordnet sind, und 

- falls einige der Elementarteiler nicht linear sind - in (n-r) 

inhomogene Differenzengleichungen 

C7 . 15b ) 

Damit ist Satz 7.1. durch Zurückführung auf den skalaren Fall 

Y'=A·y bewiesen, denn auch die partikulare Lösung der inhomogenen 
l 

Differenzengleichung (7.15b) ist beschränkt, wenn (7.15a) stabil 

ist. 
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bevor die Definitionen und Ergebnisse dieses Abschnitts an Bei

spielen erläutert werden noch eine Definition: 

Definition 7.4. 

Verfahren mi t H:::::> {H: Re H<O} heißen A-s tabil e unbe

schränkt absolut stabil); sie heißen 6i~2:~~~~!!, 

wenn IH~{H: large-H)I<o.; HfO} 

Ae;)-stabile Verfahren sind offensichtlich A-stabil. A-stabile 

Verfahren haben den Vorzug, daß h ~~~~~~~g!g_Y2~_§~~~!!!~~~~: 

~~~~g~Qg~Q (und nur mit Blick auf die Genauigkeitsanforderungen) 

8ewählt werden kann. Das ist z.B. wichtig, wenn gleichzeitig 

betragsmäßig sehr große und sehr kleine Ai-Werte auftreten 

(vgl. das erste Beispiel im nächsten Abschnitt). Differential-

8leichungen, bei denen das der Fall ist, heißen ~~~!r· 

Schwach stabile Verfahren (s. Seite 29) haben einen leeren Sta-

bilitätsbereich. Das Beispiel in Abschnitt 9.5.3. zeigt jedoch, 

daß ein ~~~9!~!2~:~2~~~~!2~:y~~r~~~~~ mit schwach stabilem 

Korrektor durchaus einen nicht-leeren Stabilitätsbereich haben 

kann, wenn der Prädiktor entsprechend gewählt wird. 

Für A-stabile lineare k-Schritt-Verfahren bewies Dahlquist: 

Satz 7.2. 

Kein ~~e!!~!~~~ Verfahren der Form (1.6) ist A-stabil; 

A-stabile, !~e!!~!!~ Verfahren der Form (1.6) haben 

höchstens die Ordnung 2. 

Der' folgende Satz über A(a)-stabile Verfahren stammt von Widlund 1 ): 

Sat::: 7.3. 

Kein explizites Verfahren der Form (1.6) ist A(O)-stabil; 

zu jedem o.E[0,1) gibt es A(o.)-stabile (implizite) k-Schritt

Verfahren der Ordnung q mit k=q=3 und k=q=4. 

Beide Sätze gelten nicht fu"r zykll'sche V f h er a ren, insbesondere 
gibt es A(o.)-stabile k=3,M=2-Verfahren der Ordnung 4 und 

k=3,M=3-Verfahren der Ordnung 5 (vgl. Abschnitt 10.2.). 

1 )W- 1 
ld und: A Note on Unconditionally Stable Linea~ MUltistep 

Methods, BIT 7, 65-70 (1967) 
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Die Definitionen und Ergebnisse dieses Paragraphen erscheinen in

sofern unbefriedigend, als sie genaue Stabilitätsaussagen nur für 

den trivialen Fall linearer Differentialgleichungssysteme mit kon

stanten Koeffizienten zulassen. 

Dennoch ist es sinnvoll, die Stabilitätsbereiche von Diskretisie

rungsmethoden zu untersuchen, denn durch Linearisierung (entweder 

der gegebenen Differentialgleichung oder der Fehlergleichung (7.3» 

lassen sich die Ergebnisse dieses Abschnitts (in begrenztem Umfang) 

auch auf allgemeinere Differentialgleichungsprobleme übertragen; 

Ansätze hierfür findet man in Stetter 1731, S. 178ff. 

7.3. Beispiele 

Beispiel 1: 

Das Sys tem y' =Ay mit y (0) = (V (

-1 

A= g 

ha t die Lös ung: 
-x -25x 

y 1 =e +e 
-25x 

Y2= e 
-25x -150x 

e -e 

-24 
-25 
125 

25 A 150-mit der SchrittDie Eigenwerte von A sind A1=-1; A2 =- ; 3=- ,. 

weite h=0,024 ergibt sich daher: 

H '-A h--O 024, H '=A 2h=-0,6; H3 :=A"h=-3,6. 1'-1-' , 2') 

na "her angegebene) Verfahren M zur numerischen Das (hier nicht . 
Behandlung der Dgl. hat ein charakteristisches polynom mit 

den Nullstellen v
1

(H) und V2(H), für die gilt: 

H 

0,976 

0,5 49 

-0,703 

-0,867 

0,004 0,851 

Stabilitätsbereich von M, (denn die zugehörigen 
H1 , H

2
, H

3 
liegen im , 

. " ehen polynoms sind betragsmäßlg 
N 1 des charakterls~ls 

u 1stellen Vi' V2 blut stabil für die gewählte 
kleiner als 1) das Verfahren ist daher ~-~Q----------
Schrittweite h. 
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H1 eH2:::n,S'19,' el-
L

):::0,027,' die ersten beiden Werte "::-;i,;t e =0,070; ,) '-t 

~',tLr1men f"ut r1it rien Hauptwurzeln ~1(H1) und 111 (H 2 ) übere~n, das 

'IPrf::ihren r,~ wirc1 naher gute Näherungen für die Terme e 1 und 
A2x H3 () 

e err;eben. Die schlechte Ubereinstimmung von e mi t 111 H3 .. A x 
1 :ißt ci ne un(':ena ue ApproxiJ11a ti on des Terms e 3 erwarten; da 

dieser Term jedoch rasch abklingt, wird die Näherung y. hierdurch 

ni C '1 t nennenswe rt verfälscht. Gra vie render wi rd si ch auswirken, 

dnß M fUr H2 und H
3 
f~!~~~~-~~~~~~!! ist. Das hat zur Folge, daß 

die Löz;unp:sterme e 2x und e 3
x 

mit großem !:,~!~~;i~~Q Fehler be

cechnet werden. Das fällt bei Y1 wegen des viel größeren Terms 
A1X 

e . nicht ins Gewicht, wohl aber bei Y2 und Y3' für die man 

einen p:roßen !:'~!~~i~~~ Fehler erwarten muß. 

Tntsffchlich werden diese theoretischen Voraussagen von den 

r\umcrischen Erp:ebnissen bestätigt. Das Verfahren M ergab in 

den Punkten x 10 ' x 30 und xso die folgenden Fehler 

Ci(Xj)=Yi(Xj)-Y:(X j ); (j:::10, 30, SO; i=1,2,3): 

j 10 30 50 

x' 0,24 0,72 1,20 
1 

ci 

e 1 ( x . I -s 0,lCJ4'10- 7 0,342'10- 9 0,784.10 - kl. absol. u. 
cl 

re 1. Fehler 

e,(x.') 
. J 

0,784'10- 5 0,192'10- 7 0,942':10- 10 gruße ~!~~~~ Fehler 
(,,(x,) -'i -4 -6 

') J -(I, lH7' 10 -0,176'10 -0,700'10 " " " 
v (x' I n,78 8 0,487 0,301 '1 J' 
v (x' ') R -2 0,152'10- 7 0,936'10- 13 
'.~ 1 ' 

0,24,'10 
c' 

v (x \ (1,248'10- 2 0,lS2'10- 7 0,936'10- 13 
, .~ 'j" 

u 

A3X 
~er 8eitrag e des Eig t, . ~ enwer es A 3=-150 1st für x>O,l praktisch 
ohne bedeutunG für die Lösung der Dgl. Dennoch bestimmt A we-

, '" - - - - - - - - - - - - -3 
~~r:!.t)~c_h_ 9.1~ .-:,v..§.l?..l_ vSJn_b...: 14äre h größer gewähl t worden (was bei 

der unnötig hohen Genauigkeit der numerischen Lösung sinnvoll 

erscheint) so hätte H3 =A 3h nicht mehr im Stabilitätsbereich von 
'.1 gelegen und das Verfahren h"tt . " , a e dlvergiert. 1 .. Jegen der betrags-
maßlg sehr unterSChiedlichen E' . l~enwerte von A 1st man gezwungen, 
die StClb:i lität durch (vom Standpunkt der G . k . ) , . enaulg elt unnötig 
kle1ne Schrittweiten h zu sichern. D1'ese Situation ist typisch 
f;ir ri fferentiale-leichun~en, die ~~~~f sind. 



Beispiel 2: 

Das im2lizite Euler-Verfahren -- ----------------------

ergibt für die Dgl. y'=~y die Differenzengleichung 

H: =~h 

Sein charakteristisches Polynom lautet daher 

Q(l1,H)=(l-Hh!-l 

Die ~tabilitätsgr~Q~~ ist die durch 

H='~Zr v~:rmittelte Abbildung des Kreises 

Irn H 

/ 
/ I / 1 

Re H 

Ij 

l~) -' ].1 ( \}J ) = e , d . h. der K re i s H ( \}J ) = 1 - e 1 1/1 • Das Verfahren ist A-stabil. --------

Beispiel 3: 

'*' '* h -t ... y. 1 =y . +.,., (f. + f. 1) 
J+ J c:. J J+ 

ergibt für die Dgl. y'=~y die Differenzengleichung 

Das charakteristische Polynom ist Q(].1,H)=(l-~)].1-(l+~). Es ist 

< 1 
(7.17) 

für alle H mit Re H < 0; das Verfahren ist daher ebenfalls 6:~~~Q~!· 
Von allen A-stabilen linearen k-Schritt-Verfahreu hat es den kleinsten 

Ersetzungsfehler; zu~leich ist es das einzi~e A(o)-stabile lineare 

k-Schritt-Verfahren mit der Ordnung q~k+1. 
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~nt da::.: chClrakteristische Polynom 

[)Ct Q(w,:I)=O den Kreis w(l/!)=ei1J! auf {H:Re H=O, -13.:SIm H<I3} abbildet, 

i,~t 11 l('er (Das Verfahren ist schwach stabil). 

?ür 

k 1 =h f(x·,l·) 
J J 

h • k 1 
k 2 =h f(Xj+~'Yj+~) 

,iie [lr,J. y' =AY die Differenzengleichung: 

r~~11~ H ist es stabil, wenn 2 51 -, ~H~O 



Beispiel 6: 

ergibt fUr die Dgl. y'=Ay: 

Last man die Gleichungen (7.20) nach k
1 

und k
2 

auf, so ergibt 
(7.19): 

Y* - yol< l· t j+1-~1 j m 

das charakteristische Polynom lautet daher: 

(7.19) 

(7.20) 

T1an kann zeigen, daß I ~1! <1 für alle H mi t Re H<O; da;; ~.'c-:?'f'~ihY'(;, 
daher A-stabil. 

l' " t 
u , 

-------

H ~nweis: ~1 ist Pade-Approximation von e , das gleiche gil t 

für ~1 in (7.17). Zu allen Pade-Approximationen ~l(H) ~on e 
>c 

lassen sich Einschrittverfahren mit Q(~,H)=~-~l angeben. 
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§ 8 Einschrittverfahren 

Wendet man Satz 3.2. (Seite 23) mit k=l auf Einschritt-Verfahren 

der Form (1.5) an und berUcksichtigt man dabei auch die frUheren 

Ergebnisse Uber Konsistenz (Satz 2.1.) und Stabilität (Satz 3.1.), 

so ergibt sich der folgende ~QQ~~Eg~Q~~~!~_fQE_~iQ~~~Eitt:Y~E: 

fahren: -------

Satz 8.1. 

Sei y Lösung der Anfangswertaufgabe (1.1) und 

j=o(l)m-l 

ein Einschrittverfahren zur Approximation von y(x.+
1

), 
I " J xj +1 E h' Dleses Verfahren konvergiert,wenn gilt: 

1. ~(x,y;h) ist stetig in ~:={(x,y,h):a<x<b; YERn . o<h<h } 
-- '--0 

und genUgt dort der Lipschitzbedingung 

11 ~ (x, Y 1; h ) - ~ ( x, Y 2; h )//.::.K// y 1 -y 2// 

2. ~(x,y;o)=f(x,y) 

Wenn außerdem 

3. alle partiellen Ableitungen von f der Ordnung q (q~l) 
stetig sind und 

h q-l 
4. ~(X,y;h)=f(x'Y)+2T Df(x,y)+ ... +~! Dq - 1f(x,y)+ (J(hq ) 

so konvergiert das Verfahren mit der Ordnung q und es gilt 
die Fehlerabschätzung: 

mit 
j =0 ( l)m 

lIy(x+h)-y(x)-h~(x,y(x);h)lI.::.c h q +1 

Es stellt sich nun die Frage wi ma E" h" 
, e n lnsc rltt-Verfahren der 

Form (1.5) findet H' "t 
. lerml beschäftigen sich die nächsten Ab-

schnitte. 
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8.1. Verfahren mit Ableitungen: 

Sind alle partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung q stetig 

in G, so ergibt sich nach Satz 4.2. sofort ein (konsistentes und 

stabiles, daher auch konvergentes) Einschrittverfahren der Ord

nung q zur Berechnung von Näherungen Yj von y(x), xElh : 

.... 
l =n ; y~+l=y"'.+h·CP(x. ,y"r..;h) 

o 0 J J J J 
j=o(l)m-l (8.1 ) 

mit 
.... q-l 
cP ( x

J
. ,y . ; h) = ~ 

J i=o 
(8.2) 

i ~? i Dieses Verfahren mit den Ableitungen D f(x.,y.)=(~+f~) f(x.,y.) J J Oe/X ClY J J 
ist allerdings nur dann für den praktischen Gebrauch geeignet, 

wenn sich die Ausdrücke Dif(X.,y.), etwa durch Rekursionsformeln, 
J J 

leicht berechnen lassen; das ist aber schon bei einfachen Funktio-

nen f nur selten der Fall1 ). Der Vorteil dieses sogenannten 

~~~12r:Y~rf~Qr~Q~ (8.1) besteht darin, daß sich, bei hinreichend 
oft stetig differenzierbarer rechter Seite f, eine beliebig hohe 

Ordnung q erzielen läßt. 

Beispiele: 

1. Für q=l ergibt (8.1) wieder das bekannte ~~!~~:Y~~f~br~~· 

2. Wendet man (8.1) für q=2 auf das Anfangswertproblem 

2 y' (x) = -xy (x); 

. Df 2 2 3 2 an, so erhält man mlt = x Y -y 

y(1)=2, 

j=o(1)m-l 

I)Diese Schwierigkeit wurde in neuerer Zeit durch Entwicklung 

spezieller Programmiersprachen zur Behandlung analytischer 

Ausdrücke, z.B. FORMAC, überwunden. 

(8.3) 



68 

8.2. Explizite Runge-Kutta-Verfahren: 

Die Idee Runges beruht darauf, die komplizierte Berechnung der 

Ausdrücke Difex.,y.) unter Beibehaltung der erstrebten Ordnung q 
'd ·J d J man Difex y.) durch Linearkombinationen von zu vermel en, ln em j' J . 

Funktionswerten fex,y) ersetzt, genommen an r Zwischenstellen lm 

Intervall von (xj'Yj) bis (xj +1,yj+1)' 

Dazu setzt man 

mi t 

r 
~ (x,y;h) = L Yl' kl·, r i=-1 

k 1=f(x,y) 

k 2=f(x+a 2h, Y+ß 21k1h) 

k 3=f(x+a 3h, Y+ß31k1h+ß32k2h) 

k =f(x+a h, y+h 
r r 

r-1 
L 

i=1 
ß . k. ) . rl l 

e 8.4 ) 

( 8 . 5 ) 

Die Parameter a· Ca.€: [0,1J), ß·., y. (y .>0) werden dann so bestimmt, l l - lJ l l-
daß für alle hinreichend oft stetig differenzierbaren Funktionen 

fstqCG) gilt: 

( 8.6 ) 

so daß das so erhaltene r:~~~[ig~_~~21i~i~~_Y~r[~br~~_YQ~_B~~g~: 

Kutta 

.. A It ( *' ) yo=n o ; Y'+1=y·+h~ x.,y.;h; 
J J r J J 

j=0(1)m-1 

mit der Ordnung q konvergiert (~ ist mit f Lipschitz-stetig). 
r 

Aus C8.6) erhält man durch Taylorabgleich ein nichtlineares und 

im allgemeinen nicht eindeutig lösbares Gleichungssystem zur Be

stimmung der Parameter a·, ß .. , y.; daher gibt es für r>1 unend-
l lJ l 

lich viele ~r' die (8.6) erfüllen. Es ist üblich, ein r-stufiges 

Runge-Kutta-Verfahren i~B~:Y~r[~b~~Q~2 durch folgendes, von 

Butcher stammendes, Parameter-Schema zu charakterisieren: 
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Cl 2 621 
Cl

3 6 31 6 32 

(8.7) 

Cl 6r1 6r2 6 r . . . . . . . . .. r, r-1 

Y1 Y2 Y .......... r-1 Y r 

RK-Verfahren, deren Parameter-Schema die Dreiecksgestalt (8.7) 

aufweist, heißen ~~E1!~!!, denn für die Berechnung von k. werden 
l 

nur die bekannten Größen k 1 , ... ,ki - 1 herangezogen. In Abschnitt 

8.3. werden wir auch noch !~21i~i!~ RK-Verfahren kennenlernen, 

in deren Parameterschema 6ijfO mit i~j auftreten; bei diesen ist 

in jedem Rechenschritt zur Berechnung der ki ein nichtlineares 

Gleichungssystem zu lösen. 

Für alle RK-Verfahren gilt: 

r 
L: 

i=1 

Cl. = 
l 

y. = 1 und 
l 

i-1 
L: 

j=1 
6.· , lJ 

i=2(1)r. 

8.2.1. Explizite RK-Formeln mit r=1,2,3 Stufen: 

(8.8) 

(8.9) 

In diesem Abschnitt werden Spezialfälle von expliziten RK-Verfahren 

mit r=1,2 und 3 Stufen betrachtet. Dabei werden die Ordnung q 

und die Anzahl r der Stufen eines Verfahrens durch ein geordnetes 

Zahlenpaar (q,r) angegeben. 

1. Die einzige i~~~2:~Q~~~1 ist die Eulersche Formel: 

Für fE~l(G) hat das Verfahren die Ordnung q=l. 
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Für r=2 und fE~2(G) ergibt sich: 

k 1 (x,y)=f(x,y) 

k
2

(x,y)=f(x+a2h , Y+ß 21 k 1 (x,y)h) 

=f(x,y)+a2hfx(x,y)+ß21hfeX,y)fyeX,y)+&eh2) 

Daraus folgt: 

Diese Differenz ist von der Ordnung 2 in h, wenn 

Daraus folgt die ~11g~~~!Q~_~Q~~_~!Q~~_~:~~~f!g~Q_B~:Y~~f~b~~Q~ 

9~r_Q~9Q~Qg_~.:. 

'* ... * e 1) #t h ... Ir ) ) e 8 . 10) Yo =n o ; y. l=Y·+h 1--2- f(x"y')+-2- f(xJ.+a2h'YJ.+a2hfexJ"YJ' J+ J a 2 J J a 2 

Für jede Wahl des freien Parameters a 2 erhält man ein anderes 

(2,2)-Verfahren. 

Spezialfälle: 

~
! 

2 2 

o 1 

Für f(x,y)~f(x) geht dieses Verfahren über in die !~Qg~Qt~Q: 

!~~2~~r~g~1 zur numerischen Quadratur von f im Intervall [Xj,Xj+l]' 
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2 2 
"3 "3 

1 3 
1[" 1[" 

~h 1 1 
2" 2" 

Dieses Verfahren entspricht im Falle f(x,y)=f(x) der Quadra

tur von f in [x j ,X j +1] nach der ~~hQ~Q~r~2~~r~g~1. 

Alle (2,2)-RK-Verfahren der Form (8.10) haben einen Q~~~hr~Q~~~~ 

~~~ei!i~~!~e~r~i~h (vgl. Abschnitt 7.2., Seite 46) und bei reellem 
H ist ihre Stabilität für 

-2.0 < H < 0 

gewährleistet. 

Beispiel: 

Das verbesserte Verfahren von Euler auf 

2 
y' (x) = -xy (x); y(1)=2 

angewandt ergibt: 

j=o(1)m-1. 
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Für h=o.l und x.=l+o.lj, j=0(1)10 erhält man hierfür die 
J 

e ,=y'*.-y(x.), die in der folgenden Tabelle den Fehlern e
A r~ J J . d 

gorithmus (8.3) (Seite 57) gegenübergestellt Sln : 

x. e E e A J 

1.0 0.0000 0.0000 

1.1 0.0063 0.0071 

1.2 0.0085 0.0096 

1.3 0.0089 0.0099 

1.4 0.0084 0.0094 

1.5 0.0077 0.0096 

1.6 0.0069 0.0076 

1.7 0.0061 0.0067 
1.8 0.0053 0.0059 

1.9 0.0047 0.0052 
2.0 0.0041 0.0045 

3. (3 3)-Formeln: __ .1. __________ _ 

Fehler 

des Al-

Die Herleitung einer allgemeinen (3,3)-Formel erfolgt wieder nach 

dem oben angegebenen Prinzip: 

Durch Taylorentwicklung der Ordnung 3 ergibt sieh für fE~3(G) 

2 
- -' ( 2 Ct2 1 2 2 3 

k'1-t +h C't"f +6"l ff )+h (-2 f +Ct26
21

ff +..;;. 6
2 

f f \t"(h ) 
, c X '- Y xx xy c 1 YY' 
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.... 
Aus der Bedingung ~3(x,y;h)-~(X,y;h)=~(h3)erhält man dann das 
Gleichungssystem: 

Yl + Y 2 + Y
3 = 1 

13 21 Y
2 + (13 31 + 13 32) Y

3 
1 = "2 

Ct. 2 13 21 Y2 + Ct.
3 (13 31 + 13 32 ) Y

3 
1 = "3 

13 32 Y3 
1 

Ct. 2 = b 
Ct. 2 Y2 + Ct.

3 Y3 
1 = "2 

1 2 Y2 
1 2 1 2 Ct. 2 + 2 Ct. 3 Y

3 = b 
1 2 

Y2 
1 2 1 

"2 13 21 + "2 (13 31 + 13 32 ) Y
3 = b 

13 21 13 32 Y3 
1 = b 

Aus (8.1lc) und (8.llf) sowie (8.1ld) und C8.l1h) folgt 
unmittelbar (8.9), nämlich 

Man hat also insgesamt vier unabhängige Gleichungen für sechs 

Unbekannte. Je nach Wahl der beiden freien Parameter erhält 

man verschiedene (3,3)-Formeln, z.B. das klassische (3,3)-Ver
fahren: 

h h 
k1 = f(x,y) ; k 2=f(X+"2' Y+"2 kl ) 

k
3 

= f(x+h, y-hk 1+2hk 2 ) 

y:4
J
. + 1 = l· +~ (k 1 ( x ., y-t: ) + 4 k 2 ( x . , t! ) + k -z ( X • , Y J~ ) ) 

J u J J J ,1) J 

mit dem Parameter-Schema: 

1 1 
"2 "2 

1 -1 

1 
b 

2 

4 
b 

1 
b 

C8.11a) 

(b) 

( c ) 

(d) 

( e ) 

(f) 

(g) 

(h) 

(8.12) 

Alle expliziten (3,3)-RK-Verfahren haben den r€€1!€Q_~~~~~!i~~~~: 

2~reich -2.5<H<O. -----



8.2.2. Das klassische Runge-Kutta-Verfahren: 

Für r=4 ergibt sich zur Bestimmung der Parameter ai' ßij' Yi 

aus der Bedingung 

'" '" 4 ~4(x,y;h)-~(x,y;h)=V(h ), 

(Voraussetzung: f€~4(G» unter Berücksichtigung der allgemein 

gültigen Beziehungen (8.9) 

das folgende nichtlineare Gleichungssystem: 

'1 1 + '1 2 + '1
3 

+ Y4 = 1 

Y
3 

Y4 
1 

cx 2 '1 2 + cx 3 + a4 = "2 
2 '1

2 
2 Y

3 
2 Y4 

1 
cx 2 + cx

3 
+ a4 = 3" 

cx 3 Y2 + cx 3 Y
3 

+ a 3 Y4 
1 

= '4 2 3 4 
1 

cx 2 ß 32 Y 3 + (cx 2 ß42 + a
3 

ß43 ) Y4 = b 

ß32 
Y

3 
+ (a 2 ß 42 + a

3 
ß43 ) Y4 

1 
cx 2 cx 3 a4 = "Er 

2 
Y 3 + 

2 2 Y4 
1 

cx 2 ß32 (cx 2 ß42 + cx 3 ß43 ) -12 

ß 32 ß43 Y4 
1 

cx 2 =24 

Jede Lösung dieses Systems definiert eine Formel der Q~~~~Dg 

g=~ von Runge-Kutta; insbesondere ergeben sich die folgenden 

wichtigen Spezialfälle: 

a) Wählt man als freie Parameter a2=a3=~' so erhält man das 

~!~~~i~~Q~_B~:Y~~[~b~~~, der Ordnung 4: 

1 1 
"2 "2 
1 

0 
1 

"2 "2 
1 0 0 1 

1 1 1 1 
b 3" 3" D 

(8.13) 

(8.14) 
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Für f(x,y)~f(x) geht dieses Verfahren über in die Quadraturformel 

von Simpson. 

Zur §~QEi~~~~i~~~s~~~~E~~g nimmt man in der Praxis die Zahl 
Ilhfy(x j ,y'j )11, die erfahrungsgemäß bei 10-1 liegen soll. 

Im Fall des ~!~ssis~Q~~_{~~~2:B~:Y~Ef~QE~Q§ gilt nach dem Mittel
wertsatz 

mit einem Zwischenwert y. Daher kann hier die Schrittweite nach 

der E~~s~r~g~!_Y2~_Q211~~~ 

~ 0.05 

kontrolliert werden. 

Der reelle Stabilitätsbereich des klassischen Runge-Kutta-Ver--------------------------
fahrens liegt etwa bei 

- 2.785 < H < o. 

b) Bei der Wahl a2 = % ' a 3 
Kutta oder 3/8-Verfahren ----- -------------

1 1 
3 "3 
2 1 1 
"3 -3 
1 1 -1 

1 3 
B" F 

2 
= 3 

1 

3 1 
"8" "8" 

(8.15) 
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1 1 
"2 2" 
1 (n-1)/2 (2-n)/2 
"2 

(8.16) 

1 0 -/2/2 1+/2/2 

1 (2-12)/6 (2+12)/6 1 
0 D 

Gill wählte die Parameter so, daß die Anzahl der pro Rechenschritt 

zu speichernden Werte und damit der Rundungsfehler minimiert wird. 

Die beiden letztgenannten (4,4)-RK-Verfahren haben etwa denselben 

E~~!!~~_§~~~i!i~~~~~~r~i~b wie die klassische Runge-Kutta-Formel. 

Beispiel: 

Es soll das klassische (4,4)-RK-Ver~ahren auf ein Differential

gleichungs~~~~~~ mit drei Gleichungen angewandt werden. Das An
fangswertproblem lautet ausgeschrieben: 

(y' ) 1 1 1 2 3 y1(a) 1 = f (x,y ,y ,y ) ; = no 

(y' )2 2 1 2 3 2 2 = f (x,y ,y ,y ) y (a) = n o 

(y' ) 3 = f'3( 1 2 ,y3) y3(a) n
3 ~ x,y,y = 0 

Dann sind die ki , 1':::'i.::.4, ebenfalls drei-dimensionale Vektoren, 

und die /j Stufen des j-ten Rechenschritts (am j-ten Gitterpunkt) 
bestehen aus der Berechnung von: 

Der neue Vektor Yj+l am Gitterpunkt x
j

+
1 

ergibt sich dann als 
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Dieser Rechenablauf ist in dem folgenden Schema nochmals zu

sammengefaßt: 

x 

x. 
J 

x.+h 
J 

x. 1 J+ 

1 
Yj 

1 h 1 
Yj+"2"k1 

1 h 1 
Yj+"2k2 

1 1 
Yj+hk 3 

1 1 h 1 
Yj+1=Yj+o S 

2 
Y 

2 
Yj 

2 h 2 
Yj+2"k1 

2 h 2 
Yj+"2k2 

y~+hk2 
J 3 

Y~ 
J 

3 h 3 
Yj+"2"k1 

3 h 3 
Yj+2"k 2 

YJ+hk§ 
+ 

8.2.3. Runge-Kutta-Formeln höherer Ordnung (q~5) 

+ 

In den bisher betrachteten Fällen war es stets möglich, Formeln 

der Ordnung q zu konstruieren, die mit r=q Stufen auskamen, d.h. 

mit q Berechnungen von f(x,y) pro Rechenschritt. ~!~~_!~~_f~r 

q~5 nicht mehr möglich! Butcher1 ) zeigt, daß kein RK-Verfahren 
-----------------------
der Ordnung q=5 mit r=5 Stufen existiert. 

Spezielle wichtigE: RK-Verfahren mit q~5, r>6 sind: 

I. (5,6)-Formeln: 

~~~~r:2~:E2r:IB~!':' 

1 1 
3" 3" 
2 4 6 
5 25 25 

+ 

1 1 12 15 (8.17) 
1f -4 Lf 

2 6 90 50 8 
3" öl öf -öf Öl 

4 6 36 10 8 0 
5 75 75 75 75 

23 125 81 125 
0 192 

0 -192 192 192 
1) K P es of High Order, J. Austral. Math. Butcher,J.C.: On R - rocess 

Soc. 4 (1964) 



Luther-Formel: --------------

1 1 

1 1 "2 
1 14 
"4 b1f 
1 12 
"2 -gö 

3 
Ti 0 

7 
90 

78 

1 
"2 

5 3 
b1f -b1f 
12 8 

-95 9b 
9 5 -b1f t)"4 

7 0 90 

64 
9b 
16 
b1f 

32 
90 

36 
b4 

12 
90 

32 
90 

(8.18) 

Dieses Verfahren entspricht für f(x,y):f(x) einer ~~~~2D:Q2~~~: 
Quadratur von f mit fünf StützsteIlen. 

Butcher-Formel: ---------------

1 1 
Ti Ti 
1 1 1 
Ti "8" "8" 

1 0 1 
1 (8.19) "2 -2 

3 I 3 0 0 9 
Til Tb Tb 

3 2 12 12 8 
1 I -7 7 "7 -7 7 

I 
32 12 32 7 I 7 0 ! 90 90 90 90 90 I 

Auch dieses Verfahren entspricht im Falle f(x,y):f(x) einer 

Newton-Cotes-Quadratur mit fünf StützsteIlen. Es hat - nach dem 

Verfahren (8.23) von Lmrson - den zwei tgrößten r~~ll~0 Stabi li
tätsbereich der hier vorgestellten Verfahren, nämlich 

- 3.2 < H < 0 
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Luther-Formel: --------------

4 4 
TI TI 

2 9 11 
5 50 50 

1 0 11 15 
-Li Li 

6-/5 81+91b 0 255-551b 24-14/0-
10 600 600 600 

6+1b 81-91b 0 255+55/"0 24+14/"5 0 10 600 600 600 

4 0 0 0 16+/"5 16-/"0 
36 -3D 36 

Dieses Verfahren entspricht, im Unterschied zur Luther-Formel 

(8.18), für f(x,y)~f(x) einer Radausehen Quadraturformel. Es --------------------------
ist numerisch günstig, da es aufgrund der vielen zu Null ver

schwindenden Parameter ß .. weniger SDeicherplatz als andere lJ . 
Verfahren braucht. 

§~~~f~~~:~2r~~1~ 

1 1 
2" 2" 
1 1 1 
2" '4 '4 

1 0 -1 2 

2 7 10 0 
1 

"3 27 27 27 

2 28 125 546 54 378 
10 b25 -"625 m b25 -m 

14 35 162 125 
TIb 0 0 TIb TIb 335 

(8.20) 

(8.21) 
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~~Q!~~~g:~2~~~!~ 

1 1 
b b 

4 4 16 
15 75 75 

2 5 8 5 (8.22) 
3" b - 3" "2 

4 8 144 4 16 
- 5 25 - 25 5 
361 18 407 11 55 

1 320 -5 128" -"80 128" 

31 1125 9 125 5 
m 0 28T5 32 m bt) 

Lawson-Formel: --------------

1 1 
"2 "2 
1 3 1 
4 15 16 
1 0 0 1 (8.23) 
"2 "2 

3 0 3 6 9 
"4 -16 TI) Tb 

1 1 4 6 12 8 
'7 '7 '7 7 '7 

7 0 32 12 32 7 
90 90 90 90 90 

Dieses explizite (5,6)-RK-Verfahren von Lawson ergibt für f(x,y)~f(X) 

wieder eine Newton-Cotes-Quadraturformel mit fünf StützsteIlen. 

Von allen betrachteten Verfahren hat es den gr2~~~~_r~~!!~~_~~~~i: 

!~~~~~Q~r~~~b, nämlich 

- 5.7 < H < O. 
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11. (6,7)-Formeln: 

Diese und höherstufige Runge-Kutta-Verfahren sind wegen der 

hohen Rechenzeiten, die sie benötigen, für die Praxis weniger 

bedeutend. Daher soll nur ein von ~~~~b~r stammendes Verfahren 
der Ordnung q=6 mit r=7 Stufen angegeben werden: 

1 1 
"3 "3 
2 0 2 
3 "3 
1 1 1 1 
"3 12 3 -12 

1 1 9 3 3 
"2 ! -TI) Cf -TI) -"8" (8.24) 

1 0 9 3 3 1 
"2 "8" - Cf -Ti "2 

1 9 _2 63 18 0 16 
TiTi 11 1f4 TI -TI 

11 0 27 27 4 4 11 
120 7fB 7fB -15 -15 120 

8.3. Implizite Runge-Kutta-Verfahren 

Die allgemeine Form der r-stufigen RK-Verfahren ergibt sich aus 

dem Ansatz 

r 
-It * + h L Y i k i (x j , Yj ) , j=o(1)m-1 (8.25) 

Yj+1 = y. 
J i=1 

r 
ki(x,y) = f(x+ct.h, y+h L ß .. k. ), i=1(1)r. (8.26) 

l j=1 lJ J 

Bei dem im letzten Abschnitt betrachteten ~~21!~!~gD RK-Verfahren 

galt: ß .. = 0, i < j. Im folgenden werden ~~21~~!~~ RK-Verfahren 
lJ --

behandelt, für die es ß .. fO mit i<j gibt, und ~~~!:~~21!~!~g RK-
lJ -

Verfahren mit ß .. =0 für i <j, aber ß.· fO für wenigs tens ein i. 
lJ II 
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Bei impliziten RK-Verfahren §~bQbI sich also die ß~~~b~_9~~_f~~! 

~~_~~b!~~9~Q_E~~~~~I~~, und es besteht die H~ffnung, durch ge
schickte Wahl bei r-stufigen i~2!!~!I~~ Formeln eine wesentlich 
höhere Ordnung als bei expliziten Verfahren zu erzielen. In der 

Tat hat Butcher1 ) gezeigt, daß es zu jedem rein r-stufiges im

plizites RK-Verfahren der Ordnung q=2r gibt. Explizite, implizite 

und semi-implizite Verfahren lassen sich durch folgendes Schema 

beschreiben: 

RK-Verfahren Anzahl der frei 
wählb. Parameter 

explizit r(r+i) 

semi -inp li zi t 

impli zi t 

2 

r(r+3) 
2 

r( r+1) 

Erläuterungen 

ki berechnet sich nur aus k1 ,··· ,ki - 1, 

Summation in (8.26) nur bis i-i; 

ßij=O für i~j 

ki berechnet sich aus k i , ... ,ki , 

Summation in (8.26) bis i; 

ß .. =0 für i< j 
lJ 

ki berechnet sich aus k1 ,.· .,kr , 

Summation in (8.26) bis r; keine 

Beschränkungen der ß ... 
lJ 

Im Spezialfall f(x,y)~f(x) entspricht das implizite RK-Verfahren 
einer Quadraturformel der Form ---------------

x. 1 
* .. J+ 

Yj+i = y. + J f (x) dx = : y~ + I . , (8.27) J J J 
x· 

J 

r 
mit I. = h L: y. f(x.+a.h) J i=i l J l . 

1) 
Butcher,J.C.: Impll' Cl't RK P - rocesses Math C , . omp. 18 (1964) 
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Offensichtlich gehört zu jedem Runge-Kutta-Verfahren eine Quadra

turformel, charakterisiert durch die y. und a .. In den folgenden 
l l 

Abschnitten wird in Stichworten gezeigt werden, wie man diese 

Tatsache zur ~~~~~~~~~i2~ allgemeiner impliziter RK-Verfahren be
nutzen kann. 

Eine ~2~E!i~i~~~~~~_~2Q~~~~~~i2~~~Qg!i~h~~i~ liegt, wie bei den 
expliziten RK-Verfahren, in der Methode der Taylorentwicklung 

bis zur erstrebten Ordnung q und anschließenden Koeffizientenver

gleich. 

8.3.1. Gauss-Formeln 

~:~~~fig~_iill2!i~i~~_B~:EQ~ill~1Q lassen sich nach Butcher
1

) wie
folgt aus den Gauss-Quadratur-Formeln gewinnen: 

- Die a
i

, i=l(l)r, werden als Wurzeln von Pr (2a-l) gewählt, wo

bei P das Legendre-Polynom vom Grad rist. 
r 

- Die ß .. , i,j=l(l)r, sind Lösung des Gleichungssystems 
lJ 

r 
L 

j=l 
ß· . lJ 

k-l a. 
J 

i=l(l)r; k=l(l)r 

- Die Yj' j=l(l)r, werden aus dem Gleichungssystem 

r 
L 

j=l 

bestimmt. 

k-1 y. a. 
J J 

1 
= k ; k=l(l)r 

Für die so berechneten Parameterwerte gilt: a i E(O,l) und Yj>O 

1) Implicit R.K. Processes, Math. Comp. 18 (1964) Butcher,J.C.: 
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Die so gewonnenen Formeln heißen r:~i~f!g~_!~21!~!~~-Q~~~~: 
f2~~~~Q; sie haben die Q~g~~Qg q=2r und sind alle ~:~i~~!~; 
ihre chaI~kteri~~ische Wurzel ~l(H) ist eine (r,r)-Pade-Appro-

ximation von e . 

Spezialfälle: 

a) #1 l 
2 2 

1 

implizite (2,1)-Gauss-Formel 

b) (3-v'3)16 
1 {3-21))/12 Tl 

0+13)/6 (3+213)/12 1 implizi te (4,2)-Gauss-
Tl Formel 

1 1 
2" 2" 

c) (5-115)/10 5 (10-3115)/45 (25-6115)/180 30 
1 (10+3115)1 72 

2 
(10- 3/15) 172 2" 9" 

(5+115)/10 (25+6115)/180 (10+ 3115) 145 5 
30 

5 4 5 
18" 9 18" 

implizite (6,3)-Gauss-Formel 

(8.28) 

(8.29) 

(8.30) 

1) P (H) 
d.h. ~l(H) ist dieJ"enige ratl"onale r Funktion Q (H) , deren Taylor-

r 

entwicklung in H=O mit der Entwicklung von eH am besten überein

stimmt. 
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8.3.2. Radau- und Lobatto-Formeln 

Weitere implizit0 RK-Verfahren ergeben sich, wenn man anstelle 
1) 

von Gauss-Formeln von Quadraturformeln nach Radau und Lobatto 

ausgeht. Als Spezialfälle seien die folgenden Verfahren genannt: 

b) 

0 ü 0 
1 1 
"3 "3 

2 1 1 
1 

3 3" "3 1 

1 3 3 
"4 Ti Ti 

!~2!~~~!~_{2~~2:B~~~~:~2~~~!Q 

0 

(6-15) 1 10 

(6+15)/10 

(4-15)110 

(4+lb)/10 

1 

0 0 

(9+15)175 ( 24+ 15)/120 

(9-15) 1 75 (168+7315)/600 

1 (16+lb)/36 
9 

(24-/'b)/120 ( 24-11lb)/120 

(24+11lb)/120 (24+lb)/120 

(6-/'b)/12 

(16-lb) 136 

o 
1 

o 
1 

(6+lb)/12 

(16+lb)/36 

o 
o 

1 1 
2" 2" 

1) s. Fußnote 2, Seite 73 

0 

0 (8.31a/b) 

1 
Ti 

0 

(168-73lb")/600 

(24-/'b)/120 (8.32a) 

(16-/'b)/36 

0 

0 (8.32b) 
0 

1 
9" 

(8.33) 
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0 0 0 0 

1 1 1 
0 (8.34) 2" Ti Ti 

1 0 1 0 

1 2 1 
b 3" b 

e) Q~~_i~2~i~i~~_i~~~2:~Q~~~~Q:~2~~~~~ 

0 0 0 0 

(5-15)/10 (5+15)/60 
1 (15-715)/60 0 "6 

(5+15)/10 (5-15)/60 (15+715)/60 
1 

0 (8.35) 0" 
1 

1 (5-15)/12 (5+15)/12 0 D 

1 5 5 1 
12 12 12 12 

f) Qi~_i~2~i~i!~_i~~22:~Q~~~~Q:E2r~~~~ 

0 0 0 0 0 0 

(7-/21)/14 1 1 
(13-3/21 )/63 (14- 3/21)/126 0 14 9 

1 1 
(91+21/21 )/576 11 

(91-21/21 )/576 0 (8.36) 2 32 72 

(7+/21 )/14 1 
(14+ 3121)/126 (13+3/21 )/63 1 

0 14 9 

1 0 J 2 J 0 18 9 18 

1 49 16 49 1 
20 180 45 180 20 

Alle diese Formeln haben einen beschränkten Stabilitätsbereich; 
die Hauptwurzel f1CH) jedes dieser VeTfahren ist eine Pad§-

Approximation Pm(H)/Qn(H) von e~ mit mtn; z.8. haben die Verfahren 

(8.31a/c) die Hauptwurzel: 

212 
( ) 1+-3 H+r H lJ1 H = u 

1-~H 



für das Verfahren (8.34) gilt: 

11l(H) 
3 1 2 1 = 1+4 H+4 H +211 

1 - { H 

8.4. Semi-implizite Runge-Kutta-Verfahren 

Die in diesem Abschnitt behandelten semi-impliziten RK-Verfahren 

wurden von Rosenbrock 2 ) eingeführt und von Haines 3 ) verfeinert. 

O.B.d.A. werde in diesem Paragraphen angenommen, daß die rechte 

Seite der zu behandelnden Dgl. nur implizit über y von x ab

hängt; es sei also 

y'(x)=f(y(x)), XE: [a,b], 

y(a)=n o 

das zu lösende AnfangSWertproblem1 ). 

l)ES kann nämlich jedes Anfangswertproblem mit explizit von x 

abhängiger rechter Seite f durch Vermehrung der Gleichungen 

(d.h. Anheben der Dimension des Problems) auf die oben ange

gebene Form gebracht werden. Beispielsweise ist das skalare 

Anfangswertproblem 

y'=f(x,y); y(a)=n o ' 

mit dem zwei-dimensionalen Problem 

yl=l; Y1(a)=a 

Y2=f(Y1'Y2); Y2(a)=n o · 

äqui valent. 
2)Rosenbrock,H.H.: Some General Implicit Processes for the Numerical 

Solution of Differential Equations, Comput. J. 5 (1963) 

3)H . F alnes,C .. : Implicit Integration Processes with Error 
of the Numerical Solution of Differential 

Comput. J. 12 (1969) 

Estimation 
Equations 
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Q~~~:~~21~~!!~_B~:Y~rr~br~Q sind dann spezielle implizite 
HK-Methoden, bei denen zur Berechnung von ki , i=l(l)r, keine 

Iteration nötig ist, da aufgrund der einfachen Gestalt der 

Bestimmungsgleichungen leicht nach ki aufgelöst werden kann. 

Dies soll für den Fall von r=3 Stufen kurz skizziert werden: 

Die Qr~Q9g1~~~b~Qg~Q eines 2:~!~fig~~_~~~!:!~~li~i~~~_B~:Y~r: 
fahrens sind hier: -------

j=0(1)m-1 

wobei 
( .. ) -It * k1=k1 Yj =f(Yj)+ß 11J(Yj)k1 

(8.37) 

k2=k2(yj)=f(Yj+621hk1)+S22Jeyj+Y21hkl)k2 (8.38) 

k3=k3(Y~)=f(Y~+631hkl+S32hk2)+S33J(Y~+Y31hk1+Y32hk2)k3 

Dabei ist J(y)=fy(y), die Jakobi-Matrix von f und die Parameter 

Yj' 6ij , Yij werden wieder durch die Methode der Taylorentwicklung 
bis zu gewünschten Ordnung q bestimmt. Man erhält: 

k1=(I-ß1_J(y~»-lf(y~) 
1 J J 

k CI ß J( 4- -1,. 2= - 22 Yj+Y21hk 1 » f(Yj+ß 21hk1 ) 

k3=(I-B3"l,J(Y~+Y31hk1+Y~2hk2»-lf(l.+ß hk +6 hk) 
j ". ) - J 31 1 32 2 

Als Spezialfälle dieser semi-impliziten RK-Formeln seien die 
folgenden Verfahren angegeben: 

S11=1+v~/6; Y1=-O.413 15432, 

622 =1-15/6; Y2= 1. 41 315432, 

621 =y 21 = (-6-m+/S8+20!b') je 6+215) = 0.17378667 ... 

b) Die semi-imnlizite (2 2\ 
-----------~-------~-~-~=B2§~DQr2~~=Formel: --------

Y1 =0; 

621 =(12-1)/2, 

Y 2=1 

(8.39) 

(8.40) 

(8.41) 
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ß11 =1; ß -1. 833 =1; 2 
22-~' 644 =3 ; 

621 =1; 1 
631 ="2; 2 

ß41 =99; 

Y21=1; 
1 1 6 _95. Y31="2; 632 ="2"; 42-99' (8.42) 

1 2 
Y32=~; 643 =99;Y41=Y42=Y43=O; 

19 43 28 11 Y1=g; Y2=-T8"; Y3=9; Y4=-b" 

(8.43) 

Alle vier genannten Formeln sind A-stabil. --------

8.5. Bemerkungen zur praktisch8n Anwendung der RK-Verfahren 

Die Leistungsfähigkeit eines Verfahrens hängt weitgehend vom 

zu lösenden Differentialgleichungsproblem ab; daher sind Aus

sagen darüber, welches Verfahren "das beste" ist, beim gegen

wärtigen Stand der Theorie nicht möglich und auch in Zukunft 

wohl nicht zu erwarten. Bei der Auswahl eines Verfahrens kann 

man sich daher nur auf recht allgemeine Kriterien wie Ordnung, 

Stabilitätsbereich, Rechenaufwand etc. stützen, sowie auf Er

fahrungen, die mit den einzelnen Verfahren gemacht wurden. In 

den letzten Jahren wurden ausführliche Untersuchungen zur Praxis 

von Integrationsmethoden angestellt. Zu erwähnen ist insbesondere 

das an der Universität von Toronto entwickelte Programm DETEST
1

), 

welches einen ausgewogenen Vergleich numerischer Verfahren zur 

L " .. l' ht 2 ) Osung von Anfangswertproblemen ermog lC . 

1) 
'HALL, ENRIGHT, HULL, SEDGWICK: Detest: A Pro gram for Comparing 
Numerical Methods for Ordinary Differential Euqations, 
Technical Report No. 60, Univ. of Toronto, Dec. 73. 

2)ENRIGHT BEDET FARKAS HULL: Test Results on Ini~ial Value Methods 
for Non~stiff Ordinary'Differential Equations, ~echnical Report 
No. 68, Univ. of Toronto, Mav 74. 
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Bei ~2~~~~~~~~ Differentialgleichungsproblemen ist es oft rat

sam, statt der behandelten allgemeinen Verfahren, ~2~~~~!!~ 
Methoden zu verwenden. Auch hierUber sind zahlreiche V~röffent

lichungen erschienen, und die Theorie der numerischen Behand

lung von Differentialgleichungen entwickelt sich zunehmend in 

diese Richtung. 

Die folgenden allgemeinen Bemerkungen können bei der Auswahl eines 

RK-Verfahrens hilfreich sein: 

Alle ~~2!~~~t~~ RK-Verfahren haben einen endlichen Stabili

tätsbereich H, der mit der Ordnung wächst. 

Die Stabilitätsbereiche ~~2!i~it~r RK-Verfahren sind l. allg. 

größer als die expliziter Methoden. 

Insbesondere sind die impliziten Gauss-Formeln (Abschnitt 

8.3.1.) und die semi-impliziten Verfahren des Abschnitts 8.4. 
A-stabil; ihre Schrittweite h kann daher ausschließlich mit 

Blick auf die Genauigkeitsanforderungen gewählt werden, was 

fUr stiff-Systeme von Bedeutung ist. Ihre Anwendung auf 

andere Probleme erscheint wegen des hohen Rechenaufwands 
nicht sinnvoll. 

Verfahren höherer Ordnung sind deutlich genauer als solche 

niederer Ordnung,solange der Ersetzungsfehler dominiert; 

bei kleiner Schrittweite h ist jedoch der Rundungsfehler 

größer als der Ersetzungsfehler,und die Genauigkeitsunter

schiede von Verfahren verschiedener Ordnung verwischen sich. 

Das Rechnen mit doppelter Genauigkeit vermindert den Einfluß 

der Rundungsfehler und erfordert nur etwa 35% mehr Rechenzeit 
als einfache Genauigkeit. 

Explizi te RK-Verfahren der O:t'dnung 5 sind besser als die 

Verfahren der Ordnung 3 und 4, was das Verhältnis Genauig-
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keit zu Rechenaufwand betrifft. Insbesondere benötigt das 

Verfahren (8.19) von Butcher die geringste Rechenzeit und 

hat den zweitgrößten reellen Stabilitätsbereich der vorge

stellten Verfahren mit der Ordnung 5. Das Verfahren (8.23) 

von Lawson hat den größten reellen Stabilitätsbereich bei 

vergleichbarem Rechenaufwand. Das Verfahren (8.24) von 

Butcher mit der Ordnung 6 ist vergleichsweise aufwendiger. 

Die impliziten Radau-Formeln (8.32a/b) ergeben i.allg. etwa 

dieselbe Genauigkeit wie die expliziten RK-Verfahren der 

Ordnung 5. Da sie nur 3 Stufen haben, benötigen sie pro Rechen

schritt weniger Funktionsauswertungen. Dieser Vorteil wird 

jedoch durch die erforderliche Iteration zur Berechnung der 

ki gemindert. 

Im Vergleich zu den - im folgenden Paragraphen diskutierten -

Mehrschrittverfahren haben die RK-Formeln den Vorzug, keine 

Startprozedur zu erfordern (d.h. sie sind §~!Q§~~~~~!~Q9) 
und den Nachteil, daß sie pro Rechenschritt mehr Funktions

auswertungen benötigen, was zu längeren Rechenzeiten führt. 
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§ 9 Lineare Mehrschrittverfahren 

Wendet man Satz 3.2. (Seite 23) auf lineare k-Schritt-Verfahren 

(l.G) an und berücksichtigt man dabei die früheren Ergebnisse über 

Konsistenz (Satz 2.2.) und Stabilität (Satz 3.1.), so erhält man 

den folgenden ~2Qy~~g~~~~~!~_!gr_1i~~~r~_t:§ftri!!:Y~rf~tr~~: 

Satz 9.1. 

Sei y Lösung der Differentialgleichung (1.1), L die Lipschitz
konstante in (1.2) und 

cxkyj +k +ak- 1y j +k-1 + ... +CXoYj -h (ßktj +k +ß k- 1 rj +k-l + ... +ß otj ) =0 

j =0 (1 )m-k 
mit y~=n·; j=o(1)k-1; cxk =l; f~=f(x.,y~); h/ß

k
/L<l 

J J J J J 

ein k-Schritt-Verfahren zur Approximation von y(x.), x.sIh . 
J J 

Bezeichnen p(u) und o(u) die erzeugenden Polynome (2.12), 

so ist das Verfahren konvergent, wenn 

1. 0(1)=0; p'(l)=o(l) 

2. keine Nullstelle von p(u) betragsmäßig größer ist als 1, 

3. alle Nullstellen von p(u) mit dem Betrag 1 einfach sind. 
Ist außerdem 

4. yscQ+
2[a,b), q~l 

5. co =c 1=···=cq =0; Cq+1fo (c j gemäß (2.10» 

6. Ily(xj)-n)l= t!Jehq ) , j=o(1)k-l 

( 9 • 1 ) 

so hat das Verfahren die Konvergenzordnung 
Fehlerabschätzung: 

q und es gilt die 

u(x.-a) 
1 

• De J 
, y ( x. k) - y. k" < J+ J+ - l-hK

2 
L(1+hK 1 ) max //y(x. )-n.// + 

o<i<k-l l l 

mit 
k-l 

+(x. -a)hq 
J+l max IIc 1 y ( q + 1 ) ( x ) 11 7 

xs[a,b} q+ { 

K1 =L.L: )6·1, K2=L]ß /, 
J =0 J k 

D~" A
j

1/
1

) für alle jc:N, u= 

j=o(l)m-k 

DL k 
1-hL 16 I·. EIß. I 

k J =0 J 

(9.2) 

In den nachfolgenden Ab h 'tt 
sc nl en werden lineare k-Schritt-Verfahren 

1ergeleitet. 

1 ) . 
aus 0(1)=0 folgt IIAJI/~l 
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9.1. Klassische explizite Mehrschrittverfahren 

Der klassische Weg zur Gewinnung stabiler Mehrschrittverfahren 

beliebiger Ordnung besteht darin, y'(x)=f(x,y(x)) durch Integra

tion auf ein Quadraturproblem zurückzuführen 

rj+l 
y(Xj+l)=y(Xj_r+l)+) f(x,y(x)) dx; rEN; r<k 

x. 1 J-r+ 

und das Integral für j=k-1(1)m-1 mit den offenen oder geschlossenen 

Quadraturformeln von Newton-Cotes 1 ) auszuwerten. 

Für verschiedene r<k 2 ) erhält man so eine Vielzahl von k-Schritt

Verfahren, von denen insbesondere die expliziten Mehrschrittver

fahren von 6g~~2:e~~b[Qr~b und ~Y2~rQ~, sowie die impliziten Ver

fahren von 6g~m2:~Q~1~QD und ~ilD~:~i~E2QD noch viel benutzt 
werden. Alle diese Verfahren sind stabil, denn ihr charakteristisches 

Polynom p(~)=~k_~k-r erfüllt das Wurzelkriterium (vgl. S. 29). 

1) 1 'd Zur Erinnerung: Im Falle offener Newton-Cotes-Forme n Wlr 

f(x,y(x)) ersetzt durch das Interpolationspolynom an den Stellen 
k-1 ~ x-x. 

x
i

,i=j-k+1(1)ji P
k

-
1

(x)= L: (-1)~(-~)V f j ; u= ~ und bei 
Q,=o 

geschlossenen Formeln durch das Interpolationspolynom 
k ~ -u Q, 

Stellen Xl" i=j-k+1(1)j+1:Pk (X)= L: (-1) ( Q,)V 
Q,=o 

an den 

2 )Für r>k wäre r und nicht k die Schri ttzahl des Verfahrens. 
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Werten wir das Integral in (9.3) mit Qff~Q~0 Newton-Cotes-Formeln 

aus, und bezeichnen wir die so gewonnenen (mit einem Quadratur

fehler behafteten) Näherungswerte von Y(xj ) wieder mit Yj sowie 

f(Xj,Y~(Xj)) mit fj, so erhalten wir die folgende Klasse ~~21!: 

~~1~r Mehrschrittverfahren: 

(9 .4) 

Aus Satz 9.1. folgt die Konvergenz dieser Verfahren für beliebige 

na türliche Zahlen kund rs..k; in der Praxis wird r= 1 oder r= 2 

gewählt. 

9.1.1. Die Verfahren von Adams-Bashforth 

Für r=1 ergibt (9.4) die k-Schrittverfahren von Adams-Bashforth: --------------------------------------

Jl( ./, (.Ir 1 fAt 5 J * 3 3 .. 251 4 J/r -Ir _1<"-1 >t Y j+l=Y j+h f j +2 V j+12 V-fj+EV f j +720 V f j + ... +c k- l (0) V- f j ); 

sie haben die ~E9E~~~_~1). 
Diese Verfahren können in der Form (9.5) programmiert werden, viel

fach ist es jedoch zweckmäßig, sie auf die Form (9.1) umzurechnen. 

Für die Koeffizienten a· ,So erhält man die folgenden Werte: 
1 1 

a k=l; ak_ l =-l; ai=o für i=0(1)k-2; Sk=o und 

k Sk-l Sk-2 Sk-3 Sk-4 Sk-5 ßk-6 

1 1 
2 3/2 -1/ 
3 23/12 -16/ 5/ 
4 55/24 -59/ 37/ -9/ 
5 1901/720 -2774/ 2616/ -1274/ 251/ 
6 4277/1440 -7923/ 9982/ -7298/ 2877/ -475/ 

(Alle Zahlen einer Zeile haben denselben Nenner) 

1) 
s. Fußnote Seite 24 
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9.1.2. Die Verfahren von Nyström 

(9.6a) 

. ~ ~ 

Yj+l = Yj-l + 2hfj ; j=l(l) rn-i (9. 6b ) 

Umrechnung auf die Form (9.1) ergibt die folgenden Koeffizienten: 

a k =l; a k_ 1 =0; a k _2=-1; ai=o für i=0(1)k-3; Sk=o sowie 

k 

2 

3 
4 

5 

2 

7/3 

8/3 

269/90 

o 
- 2/ 

-5/ 
-266/ 

1/ 

4/ 

294/ 

-1/ 

-146/ 29/ 

9.2. Klassische implizite Mehrschrittverfahren 

Approximieren wir das Integral (9.4) mit g~~Qb1Q~~~0~0 Newton

Cotes-Formeln, so ergibt sich eine Klasse ~~2!!~~!~~ Integrations

formeln ("Korrektoren") der Form: 

y.I.,. =yl<. +h 
J+l J-l'+l 

Q, r 
a~(r)=(-l) f (~) du; 

o 
(9.7) 

Nach Satz 9.1. konvergieren diese Formeln für beliebige natürliche 

Zahlen kund 1) r~k; 

1) " 2"t 93 slehe Fußnote auf Sel e 



die nicht von Ji.. 1 abhängen, J+ 

k 
L ai (I') = ck(r-l), 

9,=0 

so ceht (9.7) liber in 

(9.8) 

l'je~~(' Glci,~hung für Y"'+l wird in jedem Rechenschritt J, 
LI . 

j:;(-l(l)m-l, durch Iteration gelöst: 

! ' 

','ubp~ y~\~) reit t:>inem Prädiktor (z.B. (9. 4 )), 
,) + ~ 

b8rechnet wird. Die Iteration konvergiert nach dem Fixpunktsatz, 

wenn gilt: ihctCr-l)L!<l, wobei L die Lipschitzkonstante von f(x,y) 

ist. Diese Bedingung1
) ergab sich bereits früher und ist stets er

fJllbar, wenn h genügend klein gewählt wird. 

0.2.1. Die Verfahren von Adams-Moulton und Milne-Simpson 

Flr r=l er~eben sich aus (9.7) die ~:§~bri~~y~r[§br~D von ßg~m§: 
~Q~l~~~ mi~ der Ordnung q=k+l: 

v" l=y".+h\;'~ - ~Vf'" - .-1\)2 f ... - 1\)3f + - 19 "J4f Ar "'(l'n kf"') (9.9) 
~J+' J J+l ' j+l 12 j+l 24 j+l 72D j+1+"'+~ IV j+1 

r n dl: r Fo r'm (9. 1 ) 

j=n(1)k-2 und 

k Bk ßk - 1 

1 1/2 1/ 
2 5/12 8/ -1/ 
3 9/24 19/ -5/ 1/ 
4 251/720 646/ -264/ 106/ -19/ 
r:; 475/1440 1427/ j -798/ 482/ -173/ 27/ 

n.i\"l·an beachte, daß aus (9.8) folgt: ßk=c~(r-l) 
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Für r= 2, k~ 2 ergib t (9."{) die Verfahren von ~~J~~:~~~E~2.~: 

die für kf2 die Ordnung (k+l) haben. 

Für k=2 erhält man das Verfahren (1.9) mit der Ordnung 4 (vgl. 
Seite 6). 

Anmerkung: 

Die Darstellung aller dieser Verfahren mit Newtonschen Differenzen 

hat programmiertechnisch den Vorteil, daß man sehr einfach zu Ver

fahren h~herer oder niedrigerer Ordnung überwechseln kann. 

9.3. Allgemeine lineare Mehrschrittverfahren 

Man gewinnt stabile lineare Mehrschrittverfahren beliebig hoher 

Konsistenzordnung q, indern man k genügend groß wählt und die Para

meter a. und ß. so bestimmt, daß gilt: 
J J 

1. ci=o (i=o(l)q) und cq +1fo (Ci siehe (2.10), Seite 11) 

k i 
2. die Nullstellen von p(~)=.E ai~ erfüllen das Wurzelkriterium 

l=O (Seite 29). 

Nach Satz 3.3. muß dabei k+l~q oder k+2~q gewählt werden, bei ex

pliziten Formeln sogar k~q. Diese Art der Berechnung von Mehr

schrittverfahren ist mühsam; es soll daher noch eine andere Mö~

lichkeit betrachtet werden. 

Aus Satz 9.1, folgt: Ein konvergentes k-Schrittverfahren der 

Ordnung q ist ~!~~! für Polynome Pn vorn Grad o~n~q wenn die Start

werte exakt gewählt werden. Wir betrachten speziell die Polynome 

Wegen p'(~)=o 
n 

für ~=0(1)n-2 und 

n=l(l)q 

P'(n-1)=1 
n 

ergibt das Verfahren (9.1) mit h=l und j=o, angewandt auf die Poly

nome P (x) (n=0(1)k+2) die Gleichungen: 
n 



n=k+? 

n=k+1 

n=k 

n=? 

n=l 

n=o 

k 
T 

j=l 

lc 
T 

j=l 

k 
;: 

j=l 
.. 
k 
L 

j=l 

k 
L 

j=l 

k 
L 

j=o 

a. Pk+2(j) 
,) 

a. Pk+1 (j) 
J 

a. P k (j ) = 
J 

a. P 2 (j ) = 
J 

a. = 0 
J 
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= 0 (9.11) 

= Bk 

Bk Pk(k) + f\-l 

• • • • (9.12) 

Bk P 2 (k) + + 62 
P2(2) + 61 

(9.13) 

erhtilt beliebig viele stabile Verfahren der OrdnUng
1

) k+l, wenn 

die a. so gewählt werden, daß (9.13) und das Wurzelkriterium er-
J 

füllt sind, und anschließend die Bj ~Y~~~§§iy aus (9.12) berechnet 

werden. 

Stabile Verfahren der (optimalen) Ordnung k+2 ergeben sich, wenn 

außerdem noch Gleichung (9.11) erfüllt werden kann. Nach Satz 3.3. 

lst das jedoch nur für g~~~~~~ k möglich und man kann zeigen, 

daß die so gewonnenen Verfahren auch nur §~b!~~b stabil sind. 

Peispiel: k=2 

Es i~, t: r 1 ( x) = x; P 2 ( x) = ~ x 2 

x2 
?3(x) = 12 (2x-3); P4 (x) = 

Dann lautet (9.11): ~ a
1 

= 0 

l'f:i t a 2 =1 ergibt (9.13): a o =-l und (9.12): B2=~ 

Wir erhalten damit 

1 ) 
~,. FußnotE' Seite 24 

*" f. ) 
J 
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Das ist das 2-Schrittverfahren (1.9) von Milne-Simpson, von dem 

wir bereits wissen (siehe S. 6), daß es die Ordnung 4 hat. Zu

gleich ist gezeigt, daß dieses das einzige stabile 2-Schrittver------ -----------------------
[~br~~_g~r_Qrg~~~g_~ ist. 

Auf dieselbe Weise lassen sich auch Verfahren optimaler Ordnung 

mit nichtäquidistantem Punktegitter konstruieren, die u.a. zur 

~~~~r~~g_~~r_~2br~~~~~~~~ verwendet werden können. 

9.4. Instabile lineare Mehrschrittverfahren der Ordnung 2k-1 

Lineare k-Schritt-Verfahren der Form (9.1) mit der Ordnung q>k+2 

sind nach Satz 3.3. notwendig instabil. Nun wurde bereits im Ab

schnitt 4.2. bemerkt, daß fr~g~~~2r~~ instabil sein darfen, und 

in Abschnitt 4.3.2. wurde sogar gezeigt, daß eine zyklische ~2~: 

bination instabiler Korrektoren ein stabiles Verfahren ergeben ------------------------------- --------
kann. Es ist daher sinnvoll, auch !~~~~Q!!~ k-Schritt-Formeln 

vom Typ (9.1) zu betrachten. 

Naturgemäß interessieren insbesondere Verfahren maximaler Kon

sistenzordnung, für die aus den Betrachtungen des vorigen Ab

schnitts folgt: 

Satz 9.2. 

Es gibt genau ein1 ) ~~E!~~~~~~ k-Schritt-Verfahren (9.1) 

der Kcnsistenzordnung (2k-1) und genau ein ~~E!~~~!~~ 
k-Schritt-Verfahren (9.1) der Konsistenzordnung 2k, so

wie eine einparametrige Schar impliziter k-Schritt-Ver

fahren der Konsistenzordnung (2k-1). 

1) B dAN -1 gewählt wird wenn o .... ~k-
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D:ie,,;c Verfahren las~:;en sich mit der Methode des vorigen Ab

~chnitts verhältni3~äßig einfach berechnen; fUr k=2(1)6 

er-geben si ch so cl) e folgenden 1) !_a!,_a_m_e_t!'J_s_i_e!,_u_n_g_e:..n __ v_o_n __ V_e!,_f_a~_e_r:.. 
~~~_Q~~~~Qe_i~~:12: 

k=2: 

k=:5 : 

k=4: 

1\: = 5 : 

k=G: 

(;'(0=-10(;'(3+ 336 3 ; 

(;'( =- 9a7 +24ß
3 1 ) 

(;'( =(-141(;'(;,+550 6
4

)/9 o -t 

(;'(1= - 64(;'(4+ 2406 4 

(;'(2= 36(;'(4- 1506 4 

G 3= (384(;'(4-136064)/9 

60=2(;'(2- 56 2 

61=4(;'(2- 86 2 

6 = 3(;'( -106 03 3 
61 =18(;'(3- 576 3 

62= 9(;'(3- 246 3 

6
0

=(12(;'(4- 476 4 )/3 

61= 48(;'(4- 1846 4 

62= 72(;'(4- 26 464 

63= (48(;'(4- 1526 4 )/3 

(;'(0=(- 786(;'(5+ 342565)/36 

(;'(1=(-172 5(;'(5+ 73906
5

)/9 

6 = o 

a~)= - 100(1.r,+ 39065 6
2

= 30Cb.
5

-12 70ß
5 

~~=( 2100(;'(~- 899065)/9 63=(1800(;'(5-732065)/9 

(;'(4=( 28~0(;'(5-1106565)/36 6
4

= (150(;'(5- 5356
5

)/6 

(;'(0=(-1420(;'(6+ 67 1 36 6 )/50 6 = 0 ( 30(;'(6- 1426 6)15 
(;'( - - 426(;'(6+ 199 56 6 61= 180(;'(6- 8466 6 

1-

(;'(2= - 82 5(;'(6+ 37 8066 6 = 900(;'(6-418566 2 
(;'( - 400(;'(6- 1960 66 6 - 1200(;'(6-548066 3-

3-
Cill = (1 500(;'(6- 682 56 6 )/2 64= )~ 50(;'(6 -198066 
(;'(5= (3210(;'(6-1341966)/25 6 - (180(;'(6- 7028 6)/5 5-

1. allg. wird (;'(k=l gesetzt 

(a) 

(b) 

Cc) 

(9.14) 

(d) 

(e) 

1) Donelson,rlansen: Cyclic ComDosite MUltistep Predictor-Corrector
Methods, SiAM J. Numer. Anal. 8, 137-157 (1971) 
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Entsprechend findet man Parametrisierungen der Ordnung 2k-2 

(die natürlich zwei freie Parameter - etwa 6k und 6k- l - ent

halten); 

Beispiel: 5-Schritt-Verfahren haben die Ordnung 8, 

wenn gilt: 

1 1482a
5

- 75 ß4- 49756 5 ) ao = 18" 
1 1425a5- 806 4- 46 70 65 ) a l = "3 

a 2 = -100a5 
+ 39 065 

1 (-3900a5+24064+1241065) a 3 = 9 
1 -150a 5+ 256 4+ 3856 5 ) a4 = "6 

6
0 

1 -60a5+ 36 4+ 2026 5) = "3 
61 = -300a 5+ 166 4+ 9956 5 

62 = -600a5+ 3664+ 19406 5 

63 
1 -600a5+ 48ß 4+ 18406 5 ) = "3 

(9.15) 
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9.5. Prädiktor-Korrektor-Verfahren 

9.5.1. Konsistenzordnung von P-C-Verfahren 

In Abschnitt 4.2. wurde bewiesen (Satz 4.2.), daß die Stabilität 

eines P-C-Verfahrens nur vom Korrektor abhängt. Das könnte uns 

veranlassen, instabile Formeln der maximalen Konsistenzordnung 

(2k-1) als Prädiktoren zu verwenden. Die folgenden Betrachtungen 

zeigen jedoch, daß die Konsistenzordnung eines P(EC)sE-Verfahrens 

hierdurch i.allg. nicht erhöht werden kann, weil sie durch die 

Ordnung des Korrektors begrenzt ist. Es gilt nämlich 

Satz 9.3. 

Sei q die Konsistenzordnung des Korrektors und q die 

des Prädiktors, dann hat das P(EC)sE-Verfahren die 
Konsistenzordnung min(q,q+s). 

Beweis: 

(1)[ ] (2) . Bezeichnen Th z (X j ) bzw. Th [z]ex j ) dle lokalen Ersetzungs-
fehler 

des Prädiktors: * Fz. 
J 

bzw. des Korrektors: .. * Fzj +hCFZ j +1 

so gilt: 

zeX j +1 )=A1 ZeXj )+hB1FZ(Xj )+hT~l) [z] (x
j

) 

z(xJ·+ 1 )=AZ(X.)+hBFZ(X.)+hCFZ(X. )+hT(2)[z](x.) 
J J J+1 h J 

mit mX~Ixh,UT~1)[zJeX)"'::'D1hl\ max /lT~2)[zJ(x)II<D2hq 
c. XE: I' -

h 

(9.16a) 

(9.16b) 

(9.17a) 

(9.1 7b) 

(9.18) 

und für den Ersetzungsfehler Th[z]e x ) des PECE-Verfahrens er
halten wir damit: 

z ( X j + 1 ) = A z ( x j ) + hBF z ( x j ) + h CF z ex j + 1 ) + h T h [ z] e x j ) 

mit z(xJ·+1):=A1z(x.)+hB1FZex.)=zex. )-hTe1)[z]ex) 
J J J+l h j 

e9.19) 

e9.20) 
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(9.17b) und (9.19) voneinander abgezogen ergibt: 

Th[z] (XJo)=Th(2)[z](XJo)+C(FZ(Xo 1)-Fz(xo )) 
J + J +1 

Mit IIC(Fz-Fz)II.::.IßkILII z-zll erhält man aus (9.20)/(9.21): 

IITh[Z] (xj)II.::.11 T~2)[zJ(xj)II+IßkILhll T~1)[zJ(xj)1I 

und somit, unter Berücksichtigung von 

max 11 Th[zJ (x)lI.::. D2hQ+D"1hCl +\ 
xElh 

Entsprechend beweist man für s>1: 

ma x 11 Th [ z] ( x ) 11.::. D h Q + D h Cl + S 
XE I' 2 1 • 

h 

(9.18): 

<J 

(9.21) 

Die Konsistenz eines P-C-Verfahrens ist nach Satz 9.3. von der 

Anzahl s der Korrektorschritte unabhängig, wenn die Ordnung des 

Prädiktors höchstens um 1 geringer ist als die des Korrektors; 

in diesem Fall kann s klein gewählt werden, in der Praxis wählt 

man s=1 oder s=2. Aus Stabilitätsgründen (siehe 9.5.3.) wird in 

Ausnahmefällen auch s>2 gewählt. Der im Vergleich zu expliziten 

Verfahren höhere Rechenaufwand bei P-C-Verfahren wird i.allg. 

durch größere Genauigkeit kompensiert. 

9.5.2. Vergleich von P(EC)sE- und P(EC)s-Verfahren 

Die P(EC)s-Verfahren benötigen pro Rechenschritt (s+l) Auswer

tungen von f, die P(EC)s-Verfahren nur sAuswertungen, d.h. für 

~=1 ungefähr halb soviel Rechenzeit wie ein PECE-Verfahren. Das 

bedeutet, daß der Rechenaufwand eines PEC-Verfahrens mit der 

Schrittweite h/2 etwa der gleiche ist, wie bei einem PECE-Ver

fahren mit der Schrittweite h. Da die Konvergenzordnung eines 

P-C-Verfahrens bei geeigneten Startwerten davon unabhängig ist, 

ob es als P(EC)sE oder P(EC)s-Verfahren angewendet wird, ist 

die Genauigkeit des PEC-Verfahrens mit h/2 i.allg. größer. Dieser 

Vorteil wird jedoch dadurch erkauft, daß die Stabilitätsbereiche 

von P(EC)s-Verfahren kleiner sind als von P(EC)sE-Verfahren. 

Eine solche Wechselwirkung zwischen Genauigkeit und Stabilität 

ist bei allen Mehrschrittverfahren zu beobachten. 
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~_i:;plcl. 

~it dem Adams-Bashforth Prädiktor der Ordnung 4 und dem Adams -

MI)ul ton Korrektor der Ordnung 4 lautet der PECE-Algori thmus: 

(9.22 ) 

.. __ ..... + h ( .... .Ii flC f* fl/( ) 
Y Y AT." 9f. 1+19 ·-5 . 1+ . 2 j+l J 21.1 J+ J J-. J-

und der PEC-Algori thmus 

....... * h "'« .... '" ..... .... .... 
Yj+l=Yj+24 (55fj-59fj_1+37fj_2-9fj_3) 

(9 .23 ) 

Für (9.22) ergibt sich ein charakteristisches Polynom 4. Ordnung: 

und fUr (9.23) ein Polynom 5. Ordnung: 

Die S~abilitätsbereiche haben die in Fig. 9.1. dargestellte Gestalt: 

instabil 

-;1,3 

.; ........ ", 

Im H .,A,P 

Re H 

Figur 9.1. 

T)Krogh: Predictor-Corrector-Methods of High Order with Improved 
Stability Characteristics, JACM 13, 374 (1966) 

2)Kl f . . op ensteln, Mlllmann: Num. Stability of a One-Evaluation p-C-Al-

gorithm for Num. Sol. of O.D.E., Math. Comp. 22, 557 (1968) 
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Kombiniert man den Adams-Moulton-Korrektor des obigen Beispiels 

mi t einem anderen Prädiktor, so lassen sich u. U. größere Stabi

litätsbereiche erzielen. Mit dem folgenden Prädiktor, beispiels

weise, hat das PEC-Verfahren die in Fig. 9.1. gebrochen gezeich

nete Stabilitätsgrenze: 

~ "~ "J( ... ", 
+h(2,27r.+6,6Sf. 1+13,9 1f . 2+0 ,69f. 3) 

J J- J- J-

Lambert
1

) hat gezeigt, daß der größte erreichbare Stabilitätsbe

reich eines P(EC)s-Verfahrens mit festem Korrektor, aber beliebi

gem Prädiktor und beliebigem s, nicht größer sein kann als der 

größte Stabilitätsbereich eines P(EC)SE-Verfahrens mit demselben 

Korrektor. 

9.S.3. Stabilitätsbereiche von P-C-Verfahren 

Das charakteristische Polynom - und dami t auch der Stabili täts

bereich - eines P-C-Verfahrens mit dem Prädiktor M(p,cr) und dem 

Korrektor M(p,a) hängt nicht nur von Mund M sondern auch noch 

von der Anzahl s der Korrektorschritte ab. 

"-

Für P(EC)sE-Verfahren mit a
k

=a k =l gilt: 

Hierbei ist o.B.d.A. vorausgesetzt, daß Prädiktor und Korrektor g!~: 

. d' . f al immer er-selbe Schrittzahl k haben, was durch Umln lZlerung orm . 
----- ----------- (d' . § 2 Seite 12 getroffene Vereinbarung 
reicht werden kann le ln, , 

teilerfremder p und 0 sei dabei aufgehoben). 

l)Lambert: Predictor-Corrector Methods with Identical ?ecions of 
Stabili ty, SIAM J. Num. Anal. 8, 337-3 Lj4 (1)71). 
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Sind ~~s)(H) die Nullstellen von Qs(~;H) und ~i(H) die Nullstellen 
1 

des charakteristischen Polynoms des Korrektors, so gilt nur dann 

lim 
s-l-<X> 

lim 
s+oo 

~~s)(H) 
1 

~~s)(H) 
1 

= ~.(H), i=1(1)k 
1 

= 0 , i=k+1(1)2k (bei PEC-Verfahren) 

wenn (für ak=~k=1)18kHI<1 ist. Das heißt: Selbst wenn unendlich 

oft mit dem Korrektor iteriert wird, braucht der Stabilitätsbe

reich des P-C-Verfahrens nicht mit dem Stabilitätsbereich H des 

Korrektors identisch zu sein. 

Satz 9.4. 

Der Stabilitätsbereich eines P(EC)sE- oder P(EC)s-Verfahrens 

ist für s+oo nur dann mit dem Stabilitätsbereich H des Korrek

tors identisch, wenn (für a k=l) gilt: 

Bei den üblichen Verfahren mit a k=l liegt Bk in der Größenordnung 

von 2, so daß große Stabilitätsbereiche des Korrektors für das 

Stabilitätsverhalten des P-C-Verfahrens bedeutungslos sind. Ande

rerseits kann der Stabilitätsbereich eines Korrektors durch einen 

geeignet gewählten Prädiktor vergrößert werden. 

Beispieli): 

Der schwach stabile Korrektor: 

"* .. h ( .. 4 o/r • Y'+2=Y'+~ f.+ f. l+ f . 2) 
J J J J J+ J+ 

hat einen !~~~~~ Stabilitätsbereich (vgl. Abschnitt 7.3., Beispiel 

4). Das FECE-Verfahren mit diesem Korrektor und dem folgenden 1U: 
~!~Qi!~~ Prädiktor 

hat das charakteristische Polynom 

Q(~;H):=~2_iH2~_(1+2H+~H2) 

und den reellen Stabilitätsbereich: -l<H<O. 

l)Krogh: A Test for Instability in the Numerical Solution of 

Ordinary Differential Equations, J. ACM 14, 350-362 (1967). 
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9.5.4. Abschätzung des lokalen und globalen Fehlers 1 ) 

Die Fehlerformel (3.24) in Abschnitt 3.4 enthält den lokalen Er

setzungsfehler Th LY1(x), der im Falle eines Verfahrens der Ord

nung q bei hinreichend glattem Y gegeben ist durch (siehe § 2, 

Seite 11) 

Th[y](X) ist i.allg. schwer abzuschätzen, weil dabei Schranken 

für die q-ten partiellen Ableitungen von f benutzt werden müßten 

(denn y(x) ist ja unbekannt). Bei P-C-Verfahren läßt sich nun 

wenigstens der Term c
q

+1y (q+1)(X)hq in einfacher Weise und ohne 

zusätzlichen Rechenaufwand berechnen mit Hilfe des folgenden 

Satzes: 

Satz 9.5. 

Für den lokalen Fehler Th~J(Xj) eines P-C-Verfahrens gilt: 

(;j: Prädiktor-Näherung; yj: Näherung nach s>1 Korrektorschrittery 

wenn: 
............ 

1. der Prädiktor M(p,cr) wenigstens die Konsistenzordnung q des 
.... 

Korrektors M(p,cr) hat, q~q, 

2. für die Wurzeln ~i' i=1(1)r, von p ~!!_g~~_~~!r~g_2 

gi I t: p (~i ) = 0 

3. die Startwerte des Verfahrens im Falle r=1 die KonverCe~z

ordnung q, anderenfalls die Ordnung q+1 haben, 

4 e *c (e 1=0 falls q>q). 
. q+1 q+1 q+ 

'1) . . 1 dl'eses Abschnitts sind dem Buch 
die Ergebnisse und Belsple e 

von Stetter 1731 entnommen. 
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Den Beweis dieses Satzes findet man bei Stetter [73J, S. 261, oder 

in spezieller Form bei Henrici [62J, S. 256ff. 

Man benutzt (9.26), um damit den globalen Fehler mittels Satz 3.1. 

abzuschätzen oder 9~~_~~b~!!!~~!!~_b_~~_~2Q!~211!~~~Q. 

Beispiel: 

Der Prädiktor sei die midpoint-rule (9.6b): 

y". l=y'-· 1+2hf~ 
J+ J- . J 

mit 

der Korrektor die Sehnentrapezregel: 

.. '" h(..... [J _ h
2 

(3) Y j + 1 = Y j +2 f j + 1 + f j) mi t Th Y (x j ) - -12 y (x j ) + 

Beide Verfahren 
. .... 1 es lSt c -

haben für y t:C
4 

[a) b ] die Konsis tenzordnung 

und Cq+l=~~ ; p()J) hat nur die Wurzel )J1=1. q+l -3 
ergibt somit: 

q=2 und 

(9.26) 

Der folgende Satz enthält eine Möglichkeit zur Abschätzung 

des 5!2~~!~~_f~b!~~s, seinen Beweis findet man ebenfalls bei 

Stetter [73] (Seite 297): 



109 -

Satz 9.6. 

Das PECE- bzw. PEC-Verfahren der Konsistenzordnung q habe 
einen Prädiktor der Ordnung q-1 und es 

gelte ...... ..... 
13 C +Ci.kC 1 = 0 q q+ und 1 ) (9.27) 

Genügen außerdem die Startwerte der (sehr speziellen) Bedingung: 

(9.28) 

und bei PEC-Verfahren zusätzlich 

j=o(1)k-1 

dann gilt für den globalen Fehler: 

;/<.. - Y ( x· ) = 13 '" (y,l(. - Y ~ ) + (J (h q + 1 ) 
J J J J 

(9.29) 

wobei y~ wieder die Prädiktor-Näherungen bezeichnet. 
J 

Für eine PEC-Methode mit S"=1 bedeutet (9. 29): 

d.h. die Prädiktor-Näherungen haben die Konvergenzordnung (q+l), 

(Während der Korrektor nur Näherungen der Ordnung q ergibt!). 

Auch bei einem PECE-Verfahren kann die KonvergenzordnunE (q+l) er-

rei ch t werden, indem man den in jedem Rechens chri t t errechneten Wert lj 
ersetzt durch den korrigierten Wert 

..... 

Yj" =Yj -ßk (Yj -Yj) (9.30 ) 

l)diese Normalisierung tritt hier an die Stelle von Ci. k =l. 
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Man hat somit die Wahl, entweder die höhere Konvergenzordnung (q+1) 

zu erzielen ohne Kontrolle des globalen Fehlers oder ein Ergebnis 

der Konvergenzordnung q, dieses jedoch mit Fehlerabschätzung. 

Die beschriebene Erhöhung der Ordnung bzw. Fehlerabschätzung 

ist stets möglich, denn zu jedem Korrektor der Konsistenzordnung q~2 

existiert ein Prädiktor der Ordnung (q-1), für den (9.27) gilt 

(Beweis so Stetter 1731, Seite 299). 

Beispiel (Stetter S. 300): 

Das PECE-Verfahren mit 

Prädiktor (Konsistenzordnung 1) 

Korrektor (Sehnentrapezregel) 

(Konsistenzordnung 2) 

e r fü 11 t mi t c 
q ak =l die Bedingung (9.27). 

Es erlaubt die Abschätzung 

falls für die Startwerte gilt (vgl. e9.28)): 

(9.31) 

Da Y~ nur in tj des Prädiktors auftritt, braucht (9.31) nur für 
j=l zu gelten, was z.B. für 

Y;=n o+ f2 [7 f (Xo+h, no+hfo)+5feXo,no)] 

der Fall is t. <] 

Einzelhei ten und weitere ErgebnlO sse OOb u er Fehlerabschätzungen 
findet man in C.W. Gear: EstlOmatlOon f E 

o rrors and Derivatives 
in Ordinary Differential EquatlOons, 1974 IF , IP-Kongreßberichte. 
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10. Zyklische Verfahren 

Mit Satz 5.2. und seinem Korollar lassen sich stabile zyklische 

Verfahren sowohl der (maximalen) Konvergenzordnung 2k, als auch 

niedriger Ordnung konstruieren; beides ist sinnvoll und die Ent

scheidung für die eine oder andere Möglichkeit hängt von Stabi

litätserwägungen ab (siehe 10.2.). 

10.1. Zur Konstruktion stabiler k-zyklischer k-Schritt-Verfahren 

maximaler Konvergenzordnung 

Stabile k-zyklische k-Schritt-Verfahren der Konvergenzordnung 2k 

gewinnt man wie folgt: 

- Man berechnet das allgemeine lineare k-Schritt-Verfahren der 

Konsistenzordnung (2k-1), welches einen Parameter - beispiels

weise ß
k 

- enthält und parametrisiert die a~ und S~, ~=o(1)k-l, 

als Funktionen von ßk . Diese Parametrisierung ist für k=2(1)6 

in (9.14) bereits ausgerechnet. 

- Mit k derart parametrisierten k-Schritt-Verfahren (mit den 

Parametern ß~r),r=o(1)k-1) wird ein k-zyklisches k-Schritt-

Verfahren gebildet. 

- Sodann werden 

die Parameter 

(5.32)/(5.33) 

(k-1) Zahlen 
S(r) aus dem 

k 
berechnet. 

~i,i=2(1)k, mit l~il<1 gewählt und 
(nichtlinearen) Gleichungssystem 

Nach Satz 5.2. und seinem Korollar (Seite 48/50) charakterisiert 

jede Lösung dieses Systems ein stabiles k-zyklisches k-Schritt

Verfahren der Konvergenzordnung 2k, obwohl jede seiner stufen 

i.allg. nur die Ordnung (2k-1) hat. 

Die Existenz von Lösungen konnte bisher noch nicht für ~~~g~: 
, --------, d wl'rd J'edoch vermutet (vgl. Stetter 

melnes k beWlesen wer en, 
1731~-s. 227). Donelson und Hansen haben (auf völlig andere Weise) 

f h it k=5 und k=6 konnten 
Verfahren für k=2,3,4 angegeben; Ver aren m 

mittels (5.32)/(5.33) ausgerechnet werden. 
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Als Beispiel1 ) betrachten wir den Fall M=k=3. Gleichung (5.31b) 

ergibt (nach Kürzung mit dem Faktor 243): 

und aus (5.33) folgt: 

2 
~i+a~i+b = 0 

(10.la) 

i=2,3. (10.lb/c) 

mit -_1851938(0)8(1)8(2)+59850(8(0)8(1)+8(1)8(2)+8(0)8(2)) 
a- 3 3 3 3 3 3 3 3 3 

-19380(8(0)+8(1)+8(2))+6289 
333 

b=-359378(0)8(1)8(2)+10890(8(0)8(1)+8(1)ß(2)+ß(0)ß(2) 
333333333 

Setzt man 

- 3300(ß(0)+8(1)+ß(2))+1000 
3 3 3 

X ·=8(0). y·=ß(l). z'-ß(2) . 3 ' . 3' .- 3 

A: =x+y+ Z; B:=xy+y z+ zx; C:=xy Z 

und 

(10.3) 

so reduziert sich (10.1a-c) auf das folgende lineare Gleichungs
system: 

19380A-59850B+185193C=6289+(~2+~3) 

3300A-10890B+ 35937C=1000-~2~3 
90A- 300B+ 1001C= 27 

mit der Lösung 

A 1 12577 121 509 = T1f4 (110 + 190 (~2+~3) + 22 ~2~3) 

B 1 (1 90 9 11 4793 = 11ilr + 30 (~2+~3) + 330 ~2~3) ti"D 

C 1 (2 + 1 25 = T1f4 19 (~2+~3) + 11 ~2~3) 11 

1)diese rechnerische Behandlung des Falles M=k=3 stammt von 
K. Mika. 
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Die weitere Rechnung ergibt, daß x, y und z aus 

1 I 2 · z="2 (u-Iu -4v) 
(10.4) 

mit u=By-C. 2 ' v=B-uy 
Y 

berechnet werden können. Für jedes Wertepaar (~2'~3) läßt sich 
. L·· (ß(o) S(l) (2)) . so elne osung 3 '3 ,ß 3 gewlnnen und die Abhängigkeit 

des zugehörigen Verfahrens von ~2 und ~3 untersuchen. 

10.2. Bemerkungen zur Stabilität M-zyklischer k-Schritt-Verfahren 

Untersuchungen 1 ) zeigen, daß die zyklischen Verfahren mit M=k~3 
und maximaler Konvergenzordnung 2k nur sehr kleine Stabilitäts

bereiche besitzen und daher schon für schwach steife Differen

tialgleichungen ungeeignet sind. Es ist daher sinnvoll, zyklische 

Verfahren geringerer Ordnung zu betrachten und zu versuchen, 

mittels freier Parameter ihren Stabilitätsbereich zu ontimieren. 

M. Mihel~i62) gewann dabei Ver- .Y 
fahren mit M=2 und k=3 der Ord

nung 4 und Verfahren mit M=k=3 

der Ordnung 5, die in der ganzen 

Halbebene H={Ah!ReAh<O} mit Aus

nahme endlicher Bereiche nahe der 

imaginären Achse absolut stabil 

sind. Die Ausnahmebereiche sind 

klein und hängen u.a. von der 

Wahl der Eigenwerte ~. (i=2(1)k) 
von A=A(M-l) ... A(1)A(6) ab. 

...... -+_._--- - +---- -

X -3 -:,-'5 

___ ------1.--

-2 ,~ 

l)von Th. Chaves/PUC-Rio de Janeiro (z.Zt. KFA-JÜlich) 

2)eine Arbeit hierüber ist in Vorbereitung. 

-6 
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Das folgende M=2,k=3-Verfahren, beispielsweise, hat die Ordnung 4 

und den in ?igur 10.1. skizzierten Stabilitätsbereich: 

(10.5) 

127~j+4-120978Y;j+3+36576Y~j+2-42598Y~j+l=h(49149~j+4+94929f;j+3+ 

Lediglich zur Illustration des Vorgehens im Falle M<k und ohne 

Optimierung des Stabilitätsbereichs wird abschließend noch ein 

Beispiel für die Berechnung eines stabilen 2-zyklischen 5-Schritt

Verfahrens der Ordnung 8 gegeben: 

Die Parametrisierung (9.15) von (instabilen) 5-Schritt-Formeln 

der Ordnung 8 enthält ~~~i freie Parameter 64 und 65 , Kombiniert 

man M=2 dieser Formeln zyklisch, so hat man vier freie Parameter 

zur Verfügung, um das zyklische Verfahren zu stabilisieren, d.h. 

um zu erreichen, daß die vier von ~1=1 verschiedenen Eigenwerte 
~i,i=2(1)5, von A=A(l)A(o) dem erweiterten Wurzelkriterium ge

nügen (wegen d~r Konsistenz der beiden Stufen ist ~1=1 stets 
Eigenwert von A). 

Hierzu berechnet man das charakteristische Polynom Q(~) von 

A(l)A(o) (die Elemente der letzten Zeile der Frobenius-Matrizen 

A(o) b A(l) d "t . zw. wer en ml a i bzw. a i bezelchnet): 

( ) c:; 4 3 
Q ~ =~ +(a3+a3-a4a4)~ +(a1+a1+a3a3-a2a4-a4a2)~ + 

+(a3~1+ala3-aoa4-a4ao-a2a2)~2 (10.6) 

substituiert die Parametrisierung (9.15) und berechnet die Para

meter S4,S5,b 4 ,b 5 so, daß die Nullstellen ~i von Q(~) das er

weiterte Wurzelkriterium erfüllen, etwa indem man setzt: 

4 
Q(~) = ~ (~-1). (10.7) 
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Man erhält dann ein System von 4 nichtlinearen Gleichungen, im 
Falle (10.7) beispielsweise1 ): 

CL 3+a3- CL 4a 4 =-1 

CL1+a1+CL3a3-CL2a4-CL4a2 = ° (10.8) 
CL3a1+CL1a3-CLoa4-CL4ao-CL2a2 = ° 
CL1a1-CLoa2-CL2ao = ° 

(Da ~1=1 automatisch Nullstelle von (10.6) ist, ist CL a =0 dann 
o 0 

von selbst erfüllt). 

(10.8) besitzt eine Lösung und zwar (gerundet auf 8 Stellen): 

ß4 = 2,98233879 

ß5 = 0,25292957 ; 
b4 = 0,27734958 

b5 = 0,29957694 

Die restlichen Koeffizienten des 2-zyklischen Verfahrens ergeben 

sich hiermit aus (9.15). 

In ähnlicher Weise läßt sich durch zyklische Kombination von 

(k-1) k-Schritt-Formeln der Ordnung (2k-1) ein (k-1)-zyklisches 

k-Schritt-Verfahren der Konvergenzordnung (2k-1) konstruieren, 

falls das dabei auftretende System aus (k-1) nicht linearen 

Gleichungen eine Lösung besitzt (für k=2(1)6 ist das der Fall). 
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