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Abstract

This report presents an introduction to the numerical treatment
of ordinary differential equations (0.D.Es.) which, although
containing the classical results, in many parts gives a new
approach to the theory. The basic definitions and theorems are
presented such that they can easily be extended to more general
discretization problems (e.g. occuring in partial differential
equations).

Large parts of the theory are based on a general stability

theorem (theorem 3.1.), the application of which is not restricted
to 0.D.Es. This theorem also serves as starting point for a new
and, in a sense, complete theory of cyclic multistep methods

which originally have been presented by Donelson and Hansen;

here, however, they are treated in a totally different way,
showing an easier manner to calculate numerically stable M-cyclic
k-step methods of maximum order. The underlying theory applies
also to the more general case of multistage multistep methods

as introduced by Stetter.

M-cyclic k-step methods of lower order g<2k have very favourable
stability properties (section 10.2) and, thus, seem to be
particularly suitable for stiff equations.



Vorwort

Dieser Bericht enth&dlt eine leicht verstindliche Einflihrung in
die theoretischen und praktischen Aspekte der numerischen Be-
handlung von Anfangswertproblemen bei gewdhnlichen Differential-
gleichungen. Er behandelt zwar auch den klassischen Stoff aus-
 flihrlich, bringt in vielen Teilen jedoch neue Darstellungen und

Ergebnisse.

Die grundlegenden Definitionen und S&tze in den Pragraphen 2
und 3 sind so angelegt, daR sie leicht auf allgemeinere Diskre-
tisierungsprobleme (z.B. beili partiellen Differentialgleichungen)
Ubertragbar sind. GroRe Teile der Theorie basieren auf einen
allgemeinen Stabilititssatz (Satz 3.1.), dessen Anwendung eben-
falls nicht auf die Diskretisierung von gewdhnlichen Differen-
tialgleichungen beschrinkt ist.

Er ist auch Ausgangspunkt flir eine geschlossene Theorie tUber
Verfahren der Konsistenzordnung g mit der Konvergenzordnung (q+1)
in Paragraph 5, die friihere Ergebnisse von Spijker and Donelson-
Hansen als Spezialfdlle enthdlt und zu einer neuen Theorie der
zyklischen Mehrschrittverfahren flihrt. Diese werden hier auf
v6llig andere Weise als in der urspriinglichen Arbeit von Donelson
und Hansen behandelt, was zu einem tieferen Verstindnis dieser
Methoden beitrdgt und neue, einfacher zu handhabende Mdglich-
keiten ergibt, stabile M-zyklische k-Schritt-Verfahren maximaler

Ordnung zu berechnen.

Es scheint, daB zyklische Verfahren auch sehr glinstige Stabili-
titseigenschaften haben kdnnen, was sie insbesondere filir steife
Differentialgleichungen geeignet und anderen Verfahren ilberlegen
macht (vgl. § 10). Dieser Aspekt muB jedoch noch niher unter-
sucht werden.
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Einleitung

Im folgenden behandeln wir Methoden zur numerischen L&sung von
Anfangswertaufgaben flir Differentialgleichungssysteme 1. Ord-

nung der Form:

Tly] )=y GO-f(x,y(x))=0 5 y(a)=ng (1.1)
y:[a,b]>R"; £:[a,b]xrR">R"

Bekanntlich hat (1.1) eine in a<x<b eindeutige, einmal stetig
differenzierbare Ldsung y, wenn f(x,y) im Gebiet
G:={(x,y):aixib;yeﬂn} stetig ist und dort einer Lipschitzbedin-

gung: £ (x5 )-£(x,y )<L y 1=yl 5 (1.2)

genligte mit einer Konstanten L>0 und fir alle (x,yl),(x,yg)eG.

Im folgenden setzen wir stets voraus, daB f(x,y) diese Eigen-
schaften hat; wenn nichts anderes gesagt wird, sind auftreten-

de Normen stets Maximumnormen: |[u|| = max |u.].
1<j<n J

Wir beschridnken unsere Betrachtungen auf Anfangswertprobleme

der Form (1.1), jedoch lassen sich die Definitionen und die
meisten S&tze Uber Konsistenz, Stabilitidt und Konvergenz auf

sehr viel allgemeinere Diskretisierungsverfahren lbertragen,
insbesondere auf Methoden zur numerischen Behandlung von Systemen
hdherer Ordnung und Randwertproblemen sowie von Anfangs- und
Randwertproblemen partieller Differentialgleichungen. Wir werden
diese Anwendungen an Beispielen erldutern, verzichten aber be-
wuBt auf eine allgemeinere Darstellung, um die Betrachtungen

nicht unndtig zu komplizieren.



1. Definitionen und Begriffe

Die Diskretisierungsverfahren zur numerischen L&sung von (1.1)
bestehen im allgemeinen darin, y an den Stellen x=x. elnes
Punktegitters Ihi={xj:a+jh|j=o(1)m; h=E%§ } (1.3)
durch Nidherungswerte yg zu approximieren, indem man den Diffe-
rentialoperator T in (1.1) in geeigneter Weise durch einen Dif-
ferenzenoperator Th ersetzt und die yg aus dem resultierenden

System von Differenzengleichungen bestimmt.

Approximiert man zum Beispiel T[y](x)zy'(x)-f(x,y(x)), y:R>R,

durch

T, [yl (x) = y(X+hg_y(X) - P(x,y(x));

so geht das Problem (1.1) lber in die Differenzengleichung

Tplytlx)=0 5 y*(a)=n,

und mit xzxj ergeben sich die Ndherungswerte yE nacheinander
aus:

YoTMos Y3417 (x5,5%5)=0;  J=o(1)m-1 (1.4)

nannten "Einschrittverfahren".

Definition 1.1.

Ein Verfahren Th[y*](xj):o’mit hTh[yﬂ(xj):

L]
foj,yj,y3+1,...,y3+k;h) zur Berechnung der Niherungen

Y34k (3=0(1)m-k) heiBt k-Schritt-Verfahren. Bei k=1

1) .
Im folgenden bezeichnet y stets die Lésung der Dgl.

C e s > (1.1)
und y* 1hre Niherung.



In Kapitel 8 werden wir Einschrittverfahren der Form

y3+1—y3—h¢(xj,y3;h):d 3 yeENg (1.5)

j=o(1)m-1

ableiten und in Kapitel 9 "lineare Mehrschrittverfahren" der
Form

x » A _ * N _
O ISt O%o1 Viago1t e 1o V5 h (B, f§+k+...+80 fj)-O’ (1.6)

j=o(1)m-k
Yo g3 ¥4 (R)s. . syg gm0y 4 (B);

f}:f(xj,yg); oy =13 |ao]+|801#0

wobei die nj(h), j=1(1)k-1, in einer Anlaufrechnung mittels

anderer Verfahren (z.B. Einschrittverfahren) berechnet werden.

. . . . L 4 _ P
y§+k ist in diesem Fall noch in fj+k—f(xj+k’yj+k) enthalten.

Wie wir sehen werden (Abschnitt 4.2.), ist beli impliziten Ver-

lich.

Beispiele:

1.- Ersetzt man y'(x) durch 5%[y(x+h)—y(x—h)] so erhdlt man
aus (1.1) fir x:xj das folgende 2-Schrittverfahren (midpoint-

rule)

&

yj+1:y3_1+2h f(xj,yg) 3 j=1(1)m-1 (1.7)

welches zwel Startwerte yg und yz erfordert; YE:”O und (bei-

spielsweise) yz=yg+h f(xo,yg). Dabei ist

T [y (x) = LOSRILER) - 2,y (0))



P h o x,h ,y%)); j=o(1)m-1 (1.8)
y‘O_nO’ yj+1_yj+h f(XJ'+ > yJ+§ f(XJayJ)>3 J O< )
- h h
Hier ist: Th[y](x)gy(x+h% y<X)-f(X+§, y(x)+= £{x,y(x))
3.- (1.8) kann dazu benutzt werden, um den Anfangswert yz fir

» ok h % x . : . - 1
TVt (fj+1+u f*+fj_1), j=1(1)m-1 (1.9)

zenoperator Th lautet

T, [v] (x)EY(X+h;;1y(X—b)_%[f(x+h,y(x+h))+Mf(x,y(x) )+f(x=h,y(x-h))]

Einzelheiten lber Ableitung und Anwendung dieser Verfahren werden

spdter behandelt.

d. Konsistenz

Der Operator T, kann als Nidherung von T in einem Funktionenraum
F' angesehen werden, wenn fiir alle Funktionen z aus F und alle
xely die Norm max [T, [2] (x)-T[z] (x)|] mit h gegen Null geht, wo-

!
erh

bei I} die Menge aller xel, bezeichnet, fir die Ty [yl (x) definiert
ist. Diese Bedingung ist bei nichtlinearem Th (z.B. Mehrschritt-
verfahren der Form (1.6)) nur in Ausnahmefédllen erfiillbar, da-
her begnligen wir uns mit der Forderung, daR sie wenigstens fir
z(x)=y(x) gelten soll, wobei y wieder die Ldsung von T[y](x)=0

1st. Wir nennen insbesondere ‘I‘h mit T konsistent, wenn der lo-



Definition 2.1.

Sei y Ldsung von T[y](x)=0; dann heiBt der Operator Ty,
und auch das durch ihn definierte Differenzenverfahren
Th[y‘](x):d, xell, konsistent
wenn flr den Ersetzungsfehler gilt:

lim max ||T, [y](x)]|=0 (2.1)

h->o Xelﬁ

Existieren auferdem Konstanten hO>O, D>o0 und g>o, so daR

fiir h<h gilt:

max I, [vy]x)]l < D n4

XEIh

Falls auch die Startwerte nj(h) eines k-Schrittverfahrens N&ihe-

)

rungen der exakten Werte y(xj), j=o(1)k-1, sind, d.h. wenn gilt:

lim ||n.(h)-y(x.)]|=0; j=o(1)k-1 (2.2)
h-»o J J

so wird man annehmen dirfen, daf flr kleines h - mdglicherweise
sistenten Differenzenverfahrens die L&sung y(xj) der Differen-
tialgleichung (1.1) in den Punkten xjelh approximiert. Wir
werden spidter sehen (Satz 3.2.), daR das in der Tat der Fall
ist. (2.2) wird oft Konsistenzbedingung flr die_Startwerte ge-

nannt.

1)

dieser Zusatz wird weggelassen, wenn kein Zweifel besteht,

auf welches Problem er sich bezieht.

>



Beispiele:

1.- Die midpoint-rule (1.7) hat flr yeCB[a,b] die Konsistenz-

ordnung 2, denn es gilt:

I, [y] GOl 2 (v ot =y (x=0)) =2 (x,y D))
4]5% (y(x+h)=-y(x-h))=-y "' (x)]]
2
= %T lly™ (&)]] ;5 ¢&ela,b] (nach Taylor)

Auch der Startwert ya ist konsistent, denn es gilt:
lim Hyg+hf(xo,yg)-y(x1)ﬂ=o.
h-»o
In gleicher Weise beweist man, daB Th flir yeCz[a,b] die

Konsistenzordnung 1 hat.

2
Wegen HTh[z](x)—T[z](Xﬂ]=%TI|Zm(gﬂl; ZECBEa,bI

approximiert Th fir kleine h den Operator T sogar fur
alle zeCBEa,b] (und nicht nur fir die L&sung y von (1.1)).

2.- Das Verfahren (1.9) von Milne-Simpson hat ftir yeCS[a,b] die
Konsistenzordnung 4. Es gilt n&mlich:

”Th[YJ(X)H=IIy<X+h;£y(X-h) 5 [£Gorh,y (xe+h) HUE (3 (30 )+ (x-h,y (x-h) )]

=IIY(X+h%£y(X-h) _% (y"' (x#h)+ly " (x) 4y (x=h)) ||

2 4
=y 45y v GOl y PN E-F [y Gommym (0

Yy
+%§ y(5)<€2)] ||<C B
mit o=t max [y (x)
5 N )|l und x~h<g, E,<x+h (2.3)

xe [a,b]



3.~ In der parabolischen partiellen Differentialgleichung (in-

homogene Warmeleitungsgleichung):
T[u](X,t)=ut—ouxx—f(x,t,u)=o; o>0 (2.4)
u(x,o0)=n(x) 0<x<b

u(o,t)=u(b,t)=o0; o<t<ec

selen Uy bzw. Uy o ersetzt durch

a) Vorwirtsdifferenz bzw. zentrale Differenz an der Stelle t
b) Zentrale Differenz " " " moon " t
¢) Vorwidrtsdifferenz " " " o " (t+At)

(@) 1] (x,t)2 2K EHAE)u(X, B)_julxtax, t)-2ulx, t)+u(x—AX t)

AX At At (AX)
- £(x,t,u)=0 (2.52)
(b) _u(x,t+At)-u(x,t-At) u(x+Ax t)=2ulx t)+u(X-Ax t)
b) T [u] (x,t)=
AX,At ’ oAt (8302
- f(x,t,u)=0 (2.5b)
¢) Tic) [u](x t)_u(x t+At)-u(x,t) Ou(x+Ax,t+At)-2u(x,t+At)+u(x-Ax,t+At) _
x,At At )
(Ax)
- f£(x,t,u)=0 (2.5¢)
mit Ax=£L 5 Atzﬁl 5 mq,myelN ;
1 2
dann ergibt sich mit
s . - . * _ L2, _x ()
Xj—JAX, tz-zAt, u (Xj,tz)—ug ; f(x 2,u (x t2)>'lj

und j:l(i)ml—lz

fir x=xj, t=t2



a) das explizite Verfahren

x(2+1)_ 4 208t ®(2), oAt * (L), *(z) e 8.
=(1- 5lu +—== (u )+h ;
K T AT e A / (2.62)

2=o(1)m2-1

b) das 2-Schrittverfahren

G (D (551,208 (2 (8) o0 () (1)) o 40,
! ’ (83)° (2.6b)

£=1(1)m2—1

¢c) das implizite Verfahren (Crank-Nicolson)

-0At u&(z+1)( 20At) ¥ (2+1) oAt u*(z+1) ‘t(“mt fanl)

(ax)° 91 ax)2 3 (ax)? 971
(2.6¢c)
2=o(1)m2-1

In natlirlicher Verallgemeinerung von Definition 2.1. nennen

wir Ty At konsistent, wenn fir die L&sung u von (2.4) gilt:
3

lim  max ||T [u] (x,t)}] =0 (2.7)
Ax+o x,tel’ Ax,At ’
At-o

wobei I' die Menge aller x und t bezeichnet, flir die TA LAt

definiert ist. Thy LAt hat die Konsistenzordnung g=min(r, s)

wenn flr die Lésung u von (2.4) gilt:

Xr?eéz(l'HTAX,At[ul(X,t)H =0 ((ax)T)+ O((at)")

Durch Taylorentwicklung erhilt man:

(a)

(Ax .
Ax at (9] (x5 t)‘gv Up (X,8)- @——gl— Uy oy (X5 t)+Glieder hdh. Ordng.
in Ax,At
X
AX At[u]( t) 3] ttt ) —_Tz)‘ XXXX(X t)+G11eder hoh.

Ordng. in Ax,At



g§>At[u]( )= g 06 E,uln )+ %%E%§ Upppg (X204
X
r+2
+ Glieder mit (Ax)r, (At)T und 1532—5— 3 r=2,3,...
(Ax)

Die Verfahren a) und b) haben daher die Konsistenzordnung 1 bzw.

2, wenn u hinreichend oft differenzierbar ist.

Flir das Verfahren c) ist die Konsistenzbedingung (2.7) nur dann

erflillt, wenn zwischen Ax und At eine Beziehung besteht, so daR

gilt: 5
(At)

Ax

1lim = 0

Ax,At»0

Flir At=const.Ax, zum Beispiel, hat das Verfahren die Ordnung 2,

falls g% f(x,t,u(x,t))=o, anderenfalls die Ordnung 1.

Untersuchen wir die Konsistenz von Ein- oder Mehrschrittver-
fahren der Form (1.5) und (1.6), so ergeben sich die folgenden

Konsistenzsitze:

Satz 2.1.

$+he(x;,y33h); yh=n, zur
Approximation der L&sung y(xj+1) von (1.1) ist konsistent,

Das Einschrittverfahren y3+1:y*

wenn
1. ¢(x%,y30)=r(x,y)
2. ¢(x,y;h) stetig in G*:={(x,y,h):a<x<b; yeR"; o<h<h } ist.

Sind dariiber hinaus alle partiellen Ableitungen von der
Ordnung q stetig, so hat es die Konsistenzordnung g, wenn
gilt:

g-1
h
¢(X,y;h)=f(x,y)+§% Df(x,y)+...+ 1

“lr(x,y)+ (nd)  (2.8)

wobei Df(x,y) definiert ist durch Df(x,y)= (—— +f 8)f(x,y)

d.h. zum Beispiel

Df =1 +ff‘y
P of , .of
D £= ( By)(ax fay)
2 2

=fXX+2fny+f fyy+fxfy+ffy ; ete.



Beweis:

Fiir die Lésung y von (1.1) gilt mit o<é<1

max |7, [y] GOl = max|] L0 o (x5 Gasm) || <
xelﬁ Xslﬂ

< max|| y' (x+8n)=¢ (x,y (x);0)|]+ max|p(x,y(x);0)-¢(x,y(x);h);
“xel! xel;!

h h
Wegen ¢(x,y(x);0)=f(x,y(x))=y"'(x), yelea,bI und der gleich-
midBRigen Stetigkeit von ¢(x,y(x);h) im abgeschlossenen Gebiet
a<x<b; o<h<h  geht dieser Ausdruck mit h»o gegen Null; das Ver-
fahren ist daher konsistent. Wenn alle partiellen Ableitungen

von f(x,y) der Ordnung q stetig sind, dann gilt yqu+1[a,b1 und
es folgt:

17 [y] ol = =Y G g (0 y ()

Ayt G+ G0 ol 39D (6) -0 Gy (050 3
x<gE<x+h
=0 (n%)
denn aus y'=f(x,y(x)) folgt
y P () =D (x,y(x)); n=1(1)q-1.
Satz 2.2,
Das k-Schrittverfahren der Form (1.6):
aky;+k+ak—1y3+k—1+'“+aoy3-h(8kff+ B, TT 448 £)=0;
J+k "k=1"j+k-1 0] 2
J=o(1)m-k
ist konsistent mit (1.1), wenn gilt
P oagcos b teas



Fiir yecq+2[a,b], q>1, hat es die Konsistenzordnung q,
wenn ¢ ¢y I...7c o3 ¢,
2=0(1)q+1 definiert sind durch:

1#0, wobei die Konstanten c,
k k
r da.-Z B8, (2.10)

i? €17 i 1
o} 1=1 1=0

2=2(1)g+1.

Beweils:

Wegen yeCl[?,bl gilt:

k
a.y(x+jh)- £ B. f(x+jh,y(x+jh))|
o 520

II.MN'

[N EBE J
k

y'(Ej)jaj-_Z Bj f(x+jh,y(x+jh))||;

o) J=o

<
h .
J

o.+

o Y J

"n oo
" oM

X<Ej<x+jh

Wegen 1lim y'(gj)=y'(x)=f(x,y(x)); j=1(Dk.
h-o

k
Bj f(x+jh,y(x+jh))=r(x,y(x)) I Bj
o] J=0

1im
h»o j

[N B

geht HTh[y](x)H mit h>o gegen Null, wenn die Gleichungen (2.9)
erfiillt sind.

Ist ngq+2[a,b], so folgt aus f(x,y(x))=y'(x) und einer Taylor-

entwicklung:
1 k k
Nt  1C=1l 5 % a; y(x+jn)=- £ 8. fx+jh,y(x+jh)))]
j=o ! j=o ¢
CO
=] 5 v(x)+e vy () +e,hy" () +. .. (2.11)

ot b8 D e 0Ty (D G Fn3h)
=@n%), ralls Co=Cp=e . 3Cg705 ¢ £0

Das beweist den zweiten Teil der Behauptung.



Definition 2.2.

Hat (1.6) die Konsistenzordnung q, SO heift Cq41
Fehlerkonstante des Verfahrens. Die Polynome

k k-1
=Q +0 +,..ta,uta
p(u)=ayu-+o, U qHTO, (2.12)

k-1

o (W)=, "+, T LB ueB

p(1)=o 3 p'(1)=0(1) (2.13)

Im folgenden wird stets ak=1 gesetzt und, falls nichts anderes
gesagt, werden p und o teilerfremd vorausgesetzt.

3. Stabilit&t und Konvergenz

Die Konsistenz eines Operators gewdhrleistet eine sinnvolle
Approximation der Gleichung TEy](x):G'durch eine Differenzen-

gleichung Th[y‘](x):d; was keineswegs einschlieBt, da® auch

Es gibt vielmehr Differenzengleichungen Th[y*](xj)=eg deren
L&sung sich mit kleinem h beliebig stark verindert, wenn die
Anfangswerte oder der Operator T,, auch nur ganz geringfligig

rancert werden. -olche tlelchungen heiBen instabil s> und man
wird nicht erwarten k&nnen, daR ihre Losungen Nidherungen fiir
die Losung y von T[y](x)=0'sind, da sie ja nicht einmal die L&-

sung einer beliebig "&hnlichen" Differenzengleichung %h[y*l(x)zg/
approximieren.



3.1. Ein Beispiel

Zur Illustration approximieren wir die Differentialgleichung:

Ty (x)zy ' (x)-Ay(x)=0; y(0)=1; y:R-R (3.1)

durch:

*] (x)= ~y* (x+h)+4y* (x)-3y*(x-h)

5 - Ay*(x)=0;

Th[y
(3.2)
g% (0)=1;  y*(n)=n,

Die Konsistenz von T, folgt aus (2.13) mit p(u)z—u2+uu—3 und
o(u)=2u. Flr Xj:jh erhdlt man das Verfahren

y3+1+(2kh-4)y3+3y3_1=o; y;=1; yz=n1 (3.3)

(j=1(1)m-1)

u2+(2Xh—M)u+3=o (3.4)

und man erhdlt die allgemeine L&sung von (3.3) in der Form
yi=C.ud + Cou (3.5)

wobei 01 und 02 Konstanten sind, die von den Anfangsbedingungen

yg und y; sowie von h abhidngen, und ul(h) und u2(h) die Null-

stellen von (3.4):

by (h):=(2-Ah)- Ji-ian+ )= M v P2

uy (1) :=(2-Ah)+ J1-lan+ (An)2=3e" My F(n?)

(den 2. Teil dieser Gleichung zeigt man durch Taylorentwicklung)



Aus den Anfangsbedingungen foligt

L R
T P P

1Y approximiert die LSsung y(xj):e)‘hJ der Dgl. (3.1) mit der
Ordnung (g+1) in h(q=1 ist die Konsistenzordnung des Verfahrens
(3.%)); eine Wurzel von (3.4) mit dieser Eigenschaft werden wir

AuBer der Hauptwurzel tritt in der Niherung (3.5) noch eine
weltere Wurzel Mo auf; im allgemeineren Fall eines k-Schritt-
Verfahrens der Form (1.6) gibt es (k-1) derartige weitere Wur-

rentialgleichung (3.1) zu tun; sie sind jedoch unvermeidlich
und Folge der Approximation einer Differentialgleichung ersten
Grades durch eine Differenzengleichung k-ten Grades.

Betrachten wir nun die Ldsung von (3.3):

#=cy (M d P, (374 F(n?))d

d.h. mit jh=x,

X, x./h -Xx.
y§=c e J+C12 39 .e "5+ 0 (n%)

Nehmen wir noch den glinstigsten Fall an, da® der Startwert N4
exakt ist, d.h. nlzexh, so folgt:

AX. x./h =\x.
Vi=(1+@(m%))e I+ @n2) 337 ¢ T, @n?) (3.6)

Der erste Summand approximiert die exakte LOsung 3/()():e>‘X der

Differentialgleichung mit der Ordnung 2 in h. Der zwelte Summand

Jedoch ist Folge der Nebenwurzel Mo und verfilscht das Ergebnis

v6llig, und zwar umso mehr, je kleiner h ist



Dieser Effekt ist typisch fir ein "instabiles" Verfahren und

tritt offensichtlich immer dann auf, wenn eine Nullstelle der
charakteristischen Gleichung (3.4) betragsmidBig grdRer ist als
1. Als weiteres, vorliufiges Ergebnis dieses Beispiels halten

wir noch fest, daR die Nebenwurzeln u2(2=2(1)k) auch betrags-

J Uberwiegt.

3,2. Definition der Stabilitit

Mit der Existenz eines konvergenten numerischen Verfahrens zur
Losung eines mathematischen Problems ist keineswegs gesichert,
daR die L&sung (oder eine gute Approximation) mit dem Verfahren
sich sehr einfach am Beispiel des vorigen Abschnitts erlidutern:
Fur Ny =H4 konvergiert das Verfahren (3.3) mit h»o gegen die L&-
sung y(x)=eXX von (3.1); dennoch ist es selbst fir ny=u; nicht
denn diese werden filir kleines h durch unvermeidliche Rundungs-
fehler vollig verfdlscht. Praktikabel ist ndmlich ein Diskre-
tisierungsverfahren erst dann, wenn der Einfluf von Fehlern fir
alle Werte des Diskretisierungsparameters beschrinkt bleibt. In
diesem Fall nennen wir das Verfahren stabil. Stabilitdt ist so-

mit die Eigenschaft, die ein Verfahren ilberhaupt erst fir den

praktischen Gebrauch geeignet macht!

Wir wollen nun den Begriff der Stabilitidt prédzisieren: Seien

V:Ih—>!Rn und w:I, ~R" Lésungen der k-Schritt-Verfahren:

h

Th[vl(xj)+8h[V](xj)=G’ mit A RUFRSTE (j=o0(1)k-1)

J=o(1)m-k (3.7)

Th[w](xj)+Rh[W](Xj)=0' mit wj:njﬂu(j (j=o(1)k-1)



wobeil Sh,Rh,uj,wj als "Stdrungen" von
Ty [y*1(x)=00 5 ¥=n; (§=o(1)k-1) (3.8)

interpretieren, die z.B. durch Ersetzungsfehler oder Rundungen
zustande gekommen sein kdnnen. Unterscheiden sich Sh und Rb flir
alle he(o,h ] nur wenig:

d.h. HSh[v](xj)—Rh[W](xj)H<61; j=o(1)m-k; o0<8, <<1

und unterscheiden sich auch die Anfangswerte wenig:

d.h. Huj—ij<62; j=o(1)k-1; 0<§ <<

voneinander unterscheiden. Wir definieren daher:

Definition 3.1.

Ein k- Sihrltt Verfahren Th[y*l(x ) =0 y* =N (j=o(1)k=-1),
y*: :L,>R", heiBt stabil, wenn es eine von h unabhidngige

Konstante C gibt, so daB fiir beliebige Funktionen
vow, I 9R" gilt:

”Vj_ijiC{oi?gﬁ—lnvi—wﬂl+o Tiﬁ QIT [V](X )-T [WI(X )”13 0

jJ=o(1)m

anderenfalls heift das Verfahren instabil.

Ist T, linear, so reduziert sich die Stabilit&dtsbedingung (3.9)

mit z=v-w auf:

llzl<C{ max | z.|[+
= e Jl i O<?3; 1Ty, [=] ()Y (3.10)

J=o(1)m



Beispiel
Betrachten wir das Verfahren von Euler:

L S —_ x\_n. : = -
Ty [y*] (x;5) =%, 4~y -nf(x;,54)=0;  j=o(1)m-1 (3.11)

Flir beliebige v,w:Ih+R erhdlt man die Identitdten:

Vj+1:vj+hf(xj’vj)+hTh[V](Xj)

W.

J+1:Wj+hf(xj’wj)+hTh[w](Xj)

und mit der Lipschitzbedingung (1.2):

]]Vj+1‘Wj +1”i( 1+hL)] Vs 'WJ'“ +h'o<1in§;‘:1_1n Ty [v] (Xj_ )_Th [w] (Xi A s
j=o(1)m=-1

Wir setzen: (1+hL)=A; max [Ty [v](x;)-T, [w] (x;)]|=B; dann gilt:
o<i<m-1

lvy=wll <all vg-w || +nB
[lvgmwoll <Al vy=w || +hB<A® || v -w || +hB(a+1)

2
”VB'W3“§AI|Vg'Wﬂ|+hBiA3||VO‘WJI+hB(A +A+1); etc.

Durch Induktion erhilt man:

, 1 s
ij—ijiAJHvo-wOH+hB(AJ FAI T L HaT)

Ad-1

<A||v -w |[+hB 3=

Ersetzen von A und B ergibt:

: 1 .
ij—wjﬂi(1+hL)JHVO—wO”+L ((1+hL>J-1)O<?§;_1HTh£V](Xi)—Th[wj(Xi)H



L(x.-a)

j j . b-a)L -1)
Wegenl) (1+hL)JiehJL=e J folgt mit C:=e( a) max(1,L

]!vj—wﬂ]iC{Hvo—wOH+Oi?§;_JlTh[V](Xi)-Th[W](Xi)H}

und damit die Stabilitét des Verfahrens.

Flr vj=y(xj) und wj=y§, erhilt man die folgende Fehlerabschdtzung

fiir das Verfahren von Euler:

(1+hL)? -1
L

by Ge)=v3ll< max [T, [y](x;)] 5 §=o(L)m

o<i<m-1

Flr ysCZEa,b] und K=% max ||y"(x)]] folgt aus
xe[a,b

y(x.+h)=-y(x;)
17, [y el = [ = -f(xj,y(xj))H=%!ly"(ijﬁlihK (3.12)

X.<f.<x.+h
i<65<%;

die Ungleichung

) . L(x,-
[ly (x5 ) =¥ <KL 1 (1+nL)d-1) <nkite %57

y} konvergiert somit gegen y(xj) wenigstens mit der Ordnung 1
in h.

Hinweils:
Tritt bei der Berechnung von yf+1 aus (3.11) in jedem Rechen-

schritt ein Rundungsfehler e; auf mit Hejll<e fir alle j, d.h.

haben wir statt des Operators T N

n in (3.11) den Operator Th

mit

+
hT * . )= * -y¥ -

1)
X_ 2 nx
e"=1+x+x"e ' o< Xy
X 5 o<n<l, daher 1+x<e™ flr bel. reelles x.



so ist T; nicht konsistent mit T und (3.12) ist zu ersetzen durch

HTg[yJ(xj>HihK+%

schridnkt. Flr den globalen Fehler an der Stelle xJ erhdlt man:

* €y, -1 7
[y (x5)-¥5ll < (hK+g)L {(1+hL)? -1}

Wir sehen, daB® der durch Rundung entstandene Anteil der Fehler-
schranke mit h»o unbegrenzt wichst; dennoch ist das Verfahren
stabil im Sinne der Definition 3.1. Die Schrittweite h ist

optimal gew&hlt, wenn gilt: Khzehnl.

3.3. Ein allgemeines Stabilitidtskriterium

Die Ergebnisse des vorigen Abschnitts lassen sich ganz wesent-
lich verallgemeinern durch folgenden Satz 3.1., der die Grund-
lage bildet fir Stabilitidts- und Konvergenzbetrachtungen sowie
flir Fehlerabschitzungen bei Diskretisierungsverfahren sehr all-

gemeiner Art.

Sei Th definiert durch

hTh[z}(x):z(x+h)—Az(x)-h¢(x,z(x),z(x+h);h)

mit ReR(k,k); z:[a,0]°BS;  ¢:[a,b] xR xR x[o,n_]-R"

¢ genlige flir alle y,,%4,Y55%5 eRK , xe[a,b], he(o,hO] der folgen-
den Lipschitzbedingung mit den Konstanten K1 und K2:

16Cx,5152,30)=0 (6,30, 2030 <Kylly =y Jl #Kollz -2l (3.13)

und ftir die Konstante hj mége gelten: hOK2<1.



1)
Satz 3.1.

Die Differenzenglelchung

= : =g_(h) (3.14)
z3+1-Az3+h¢(xJ, e J+1,h),z Zo(

j=o(1)m-k

ist ftr alle ¢, die (3. 13) erfillen, genau dann stabil,
wenn es eine Zahl D>1 gibt mit HAJH<D fiir alle jeN. Fir
eine beliebige Funktion v:I +R gilt dann:

(X--a)u
HV5+1 J+ﬂl T, {(1+0K) v, --zg|+(xJ+1 -a) <T§$?JI [v](x B,
) K1+K2 . (5.15)
mit u:=D T-FK j=o(1)m-k 3.

Anmerkungen:

1. Nach dem Banachschen Fixpunktsatz ist z3+1 wegen h_K,<1 ein-

deutig durch (3.14) bestimmt und 1&4Rt sich iterativ berech-
nen.

2. In der Matrix-Theorie wird gezeigt, daf die Zahl D existiert
wenn:

a) fiir den Spektralradius von A gilt: p(A)<1 und

b) zu jedem Eigenwert vom Betrag 1 (sofern vorhanden)
nur lineare Elementarteiler gehoren.

Der Beweis von Satz 3.1. &hnelt dem Stabilitdtsbeweis flir das
Verfahren von Euler:

Flir beliebige Funktionen v,w:Ih—>Rk folgt aus

vj+1:Avj+h¢(Xj,Vj,vj+1;h)+hTh[v](xj)
j=o(1)m-k
Ws g Thwstho (x5 ,ws W

J+17 54130 +0T, [w] (x4)

J

1)

P. Albrecht: "Discretization Methods", 9. Coll. Bras. Mat.,

IMPA, Rio de Janeiro, 1973



die Gleichung

Vi 1_wj+1:A(Vj"wj)+h(¢(xj,vj,vj 'h)—(b(Xj,W-,W- h))

J+ +1° J J+1;
+h(Th[v](xj)—Th[w](xj))

Mit Q3:=Vs=Ws; 93:=¢(xj,vj,vj+1;h)—¢(xj,wj,wj+1;h) ergibt sich

q;,47Aq;*h \fj+h(Th[v] (xj )-T, [w] (x;)).

Durch Induktion findet man

: J ook J oo
=pl*1 q,*th I I Rﬂfzm 2 I (T, [V] () )-T, (W] (x,0).  (3.16)

q.
J+1 £=0 £=0

Mit A:= ax T [vi(x,)-T_iwi(x,)
S LGN GIER

und HA%ED fiir alle %eN folgt:

Jj=1
50Dl gl 0 DU lag 1] gl 0K lagl g, om0

Somit
laqll< T:gfz {(1+nK )l q | +ha} (3.17)
J
lagaqlls oy (CmEllagll+n(Geadasn(kysy) T flaglld  (3.28)
Wir zeigen:
(K,+K,)D .
D T 2 37t (3.19)

{(1+nK Il qfl +hja} - {1+h —Fmpp—

lall< T-hK, ;



Beweis durch Induktion: (3.19) ist richtig fir i=1, wie (5t17>

zeigt. Wenn €s auch fiir j richtig 1st, SO ergibt die Substltu=
. . . - _ - \.

tion von (3.19) in (3.18) mit u.-(K1+K2)D/(1 nK, ) :

J -1
Jog e o {Ctslaonigensons b [kl e (1 J

naA durch h(j+1)s ersetzt ergibt:

lay,l< =%

j B}
{(1+nK g Jl#n(5+1)8} {1ehu T (1enn) 1=
2 © g=1

(3.20)

B [k plaglentsene]- (o’

Somit gilt (3.19) fir alle j<m-k+l

hu,

Mit (1+hu)<e™7; jh=xj—a folgt

D (Xj-a)u
ij.(,l'wj.‘,lnf_‘i‘:ﬁf{g e [(1+hK1)]lVO-wOH+

+(Xj+1-a>o<?§;_Q1Th[VJ(Xi)-Th[W]<Xi)H]

Wegen (xj-a)fb—a flir j=o(1)m ist die Stabilitdtsbedingung (3.9)
erfillt mit:

_De(b—a)uo D(K1+K2)

IERRSE [(rengky), (o=a0] s vyt =gy
o 2

o _ a . .
Fiir w =z ergibt sich (3.15), denn Th[z*](xj):og

Ist umgekehrt (3.14) stabil fiir beliebiges ¢, welches (3.13) er-
fiillt, so auch fiir ¢=0 und es gilt:

- _ipdtl .
ij+1 Wj+1H‘lm (VO*WON\iL vo—wOH
fir alle j und beliebige v sWo mit vo#wo. Das iot nur mogmlich,
wenn der Spektralradius p(A)<1l ist und wenn zu Bipenwerten vom

_______ Damit ist Satz
3.1. bewiesen. <

In Abschnitt 5.1. werden wir zeigen, daB die Fehlerformel (3.15)

unter bestimmten Voraussetzungen erheblich verschirft werden kani.



3.4. Konvergenz

Definition 3.2.

Die L&sung y*(x), X€Ih, eines Diskretisierungsverfahrens

—— iy

y(x), xel,, von T[y](x)=0, wenn gilt:

lim ||y (x)-y* (x)]] =0
h-o

q, wenn filir alle xel, gilt:

Ily(x)—y*(xﬂl=67(hq) (3.22)

Konsistenz und Stabilitdt sind hinreichende Bedingung fir die
Konvergenz von Diskretisierungsverfahren, wie der folgende Satz
zeigt; sie sind nicht notwendig, wie schon Beispiel 3.1. ver-
deutlichte, jedoch sind inkonsistente und instabile Verfahren

flir die Praxis ohne Belang.
Satz 3.2.

Ein k-Schritt-Verfahren (k®1)

Th[y’](xj)zd (§=o(1)m-k) mit y3=n;(h) (J=o(1)k-1)

ist konvergent, wenn es konsistent und stabil ist und wenn

auch seine Startwerte konsistent sind,

d.h. 1im max Ily(xj)—nj(h)H=o (3.23)
h»o o0<j<k-1

Beweis:

Die Stabilitdtsdefinition (3.9) ergibt flr Vj::yj und w.::yg

J
mit Th[y"J (XJ )=(:

Vou*] < , .)-n. c . L2Uu
1y (x5) yJH~C{Oi?§§_1Hy<XJ> nJH+oi?;;-kHTh[y](xJ>H} (3.24)

Die Behauptung folgt jetzt aus (3.23) und (2.1). <



Aus (3.24) ergibt sich unmittelbar:

Korollar 3.2.

Ist (zusidtzlich zu den Voraussetzungen in Satz 3.2.)

lly<xj>-nj<hﬂl=67<hq), 520(1)k~1

und hat das Verfahren Th[y*l(xj)zd die Konsistenzordnung q,
so gilt flr j=o(1)m:

Iy (x;)-4l = O (6%

ordnung. Bel bestimmten Verfahren kann die Konvergenzordnung
grofer sein als die Konsistenzordnung, wie in Kapitel 5 gezeigt
werden wird (vgl. Satz 5.1.); beil linearen k-Schritt-Verfahren
ist das jedoch nicht der Falll)

Die Koeffizienten a; und B, i=o(1)k, eines linearen Mehrschritt-
verfahrens der Konsistenzordnung q:

o y3+k+ak_1 y5+k—1+"'+aoyj—h(8k f3+k+...+60f§)=03 o =1 (3.25)

kénnen nach Satz 2.2. aus dem linearen Gleichungssystem (2.10):

k k k
¢ = L a.=0; c,:= I da.- L B.=0
° izo 1 TS FIE
(3.26)
k k
21 ' 1 -1

Coissy I 1iva.- = T i B.=0 2=2(1)

LR 40, T DT L2 1705 4

bestimmt werden.

Theoretisch ist daher fiir implizite Verfahren (Bk#o) die Kon-
sistenzordnung q=2k mdglich und fir explizite Verfahren (Bk:o)

die Konsistenzordnung q=2k-1, denn es sind (2k+1) bzw. 2k Ko-

cffizlenten verfiigbar, um die q+1 Gleichungen (9.2) zu erfillen.

daher sprechen wir bei diesen oft nur von Ordnun

______ g und unter-
scheiden nicht zwischen Konsistenz- und Konvergenzordnung.



Es zeigt sich jedoch, daBR (fiir festes k) alle Verfahren ab einer
bestimmten Konsistenzordnung instabil sind; insbesondere gilt

der folgende Satz von Dahlquistl):

Satz 3%.3.

hdchstens die Konvergenzordnung g=k+2, wenn k gerade
ist und g=k+1, wenn k ungerade ist.

Dieser Satz verdeutlicht nochmals, daB eine Approximation
hdherer Ordnung des Differentialoperators T durch Differenzen-
operatoren Th nicht notwendig zu genaueren numerischen Ver-
fahren fihren muf.

Beispiele fiir stabile Verfahren maximaler Ordnung

1. Das explizite 3-Schrittverfahren

v d gty ayt 4B (13ptouer st
ist stabil und hat fir yecufa,bl die Konsistenzordnung 3.
Nach Korollar 3.2. hat es bel geeigneten Startwerten dann

auch die Konvergenzordnung 3.

2. Das implizite 2-Schrittverfahren von Milne-Simpson:

*

" h *
V541795143 (£ thE5+e]

1)

ist stabil und hat fir yeCSEa,b] die Konsistenzordnung 4
(wie im Beispiel 2 des Kapitels 2 gezeigt wurde). In Ab-

lineare 2-Schritt-Verfahren mit der Konsistenzordnung 4 ist.

1)

Dahlquist: Convergence and Stability in the Numerical Inte-
gration of 0.D.E., Math. Scand. 4, 33-53 (1956)



4. Anwendungen des Stabilit&tssatzes

Dieser Paragraph behandelt die vielf#ltigen Anwendungsmdglich-
keiten des Satzes 3.1. und verdeutlicht die zentrale Stellung,

die er fiir unsere Untersuchungen einnimmt.

In Abschnitt 4.1. wird gezeigt, daR Satz 3.1. nicht nur auf
Einschrittverfahren anwendbar ist, wie es zunidchst scheinen
mag, sondern auch auf k-Schritt-Verfahren der Form (1.6). In
Abschnitt 4.2. werden Stabilit#dts- und Fehleraussagen flr Pri-
diktor-Korrektor-Verfahren und in Abschnitt 4.3. fiir zyklische
Verfahren gewonnen. SchlieBlich wird in Abschnitt 4.4. an einem
Beispiel gezeigt, wie sich die Ergebnisse des Kapitels 3 auf
partielle Differentialgleichungsprobleme libertragen lassen.

4.1. Stabilitidt von k-Schritt-Verfahren

Mehrschrittverfahren vom Typ M(p,0):

zf3+k:-ak_1yj +k_1'°‘k_23’§+k-2" : -‘aoy:}*‘h(ekf(xj +k,y3.‘+k)+. . .+Bof(xj ,ys.')) (4.1)

oo, - . . - :
yo_no’ y;-nl(h), sy Yf{_l-nk_i(h) J :O(l)m"k

lassen sich sehr einfach auf Einschrittverfahren der Form (3.14)
zurlickfiihren; dazu definieren wir (zunichst flir v.eR):
J



-
yj ) /YJ \ f(xj’y?]:)
"
yj+1 yj+1 f(xj+h,y3+1)
*
Y. - *
73 +K-1) Vi+k-1 P+ (e=1)h,y 7, 4)
(4.2)
O 1 0...0 O 0 0 ...0 O 0O O0...0
0 o0 1...0 O 0 0 ...0 O 0 0...0
A . e e e e s B3 o000l 5 C:q .
O 0 0...1 0 0 0 ...0 O O 0...0
SO TOq O e Oy By B4 By . Bk—l O 0 O B

Hiermit geht M(p,o) Uber in die Form (3.14):

0
Az*+h ( z¥ _sh); z* = ! i=o(1)m-k
J+1- ¢ (x, ,zJ 23493003 o™ | j=o(1)m
k-1
. » * &
mit ¢(xj,zj J+1,h) BFZJ.+CFZJ.+1
_.—1 - - .
und Th[z](xj).-h [Zj+1 Azj h¢(xj,zj J+1,h)]

Hat (4.1) die Konsistenzordnung q, so folgt aus (2.11) fiir

alle x.eI}:
J "h 0
T [z](x )= Cq hq (q+1>(x Yt+ y(hq 1) mit t: O eRX (4.3)
0
1

Genligt f der Lipschitzbedingung (1.2) mit der Lipschitzkonstan-
ten L, so geniigt ¢ der Lipschitzbedingung (3.13) mit

K,7L I Ile und  K,=L|B| (L.b)
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Die Matrix A hat Frobeniusform, ihre Eigenwerte sind daher die

Nullstellen des Polynoms

k k-1
p(u):u +ak_1u +..-+0L1U+0‘O

teiler.

Im Falle yEeRn ist A eine (kn,kn)-Matrix mit Block-Frobenius-
form, d.h.

A= e e e e e e e e e 5 I:(n,n)-Einheitsmatrix

und die Eigenwerte von A sind dann die Nullstellen von

o(uw)=(p(u))™. Auch in diesem Fall gehéren zu mehrfachen Null-

Definiert man die Norm von (z(xj)—zg) in Rnk durch:

l2(x5)-23]] :=O<?3§_1|Iy(xj+z)-yg+£ |

so ist: Hz(xj)—zgﬂzlly(xj+k_1)-y3+k_1H und Satz 3.1. ergibt das

folgende, sehr einfach zu handhabende Stabiliti#tskriterium fir
M(p,o):

Satz 4.1.

Genlige f der Lipschitzbedingung (1.2) und sei hIBkIL<1.
Dann ist das Mehrschrittverfahren (1.6) genau dann stabil,

wenn
1. keine Nullstelle von p(u) betragsmiRig gréger ist als 1,
2.

die Nullstellen vom Betrag 1 einfach sind.



Auperdem gilt die Fehlerabschitzung:

u(x.-a)
!Iy(x-+k)'y"t+kll< -]291—3——— {(1+hK,) max |Jy(x:)-n.]| +
J J - —hK2 1 o<i<k-1 i 1 (.5}
+(xj+1-a) max [T, [y] (x|}

o<i<m-k
j=o(1)m-k

wobei K, und X, durch (4.4) gegeben sind und

| ﬂll) D(K,+K,) DL K 6|
D>j| A fir alle jeN; u:= — = Z [B.
1-hK, "T-hLTB |2, "
1 K L, & . : 2)
1T, T CON=1l 5 2 ayy(e+jn)= T B f(xbjh,y (x+jh))[577 oy =1
j=o J':o

Definition 4.1.

Sind die Bedingungen 1. und 2. von Satz 4.1. erfilillt, so
genligen. Ist M(p,0) stabil und sind alle Nullstellen von p
auRer u,=1 betragsmifig kleiner als 1, so heiRt M(p,0)
stark_stabil anderenfalls schwach_stabil.

Schwach stabile Verfahren ergeben flir "groRe" j im allgemeinen

schlechtere Ergebnisse als stark stabile.

1)
2)

aus p(1)=o folgt HAj]]zl

eine Méglichkeit, [|T,[y](x)|| niherungsweise zu bestimmen,
ist im Abschnitt 9.5 dargestellt (vgl. Satz 9.5.).



Beispiel 1 (ein instabiles Verfahren):

Das in Abschnitt 3.1. betrachtete "Verfahren'":
R ATORL S L IR E ST A DR yEng s ¥iTnyg
hat das erzeugende Polynom:
o (1) ==u2+hp=35-(u-1) (u-3)

Dennoch hatten wir gesehen, daR es filir die Differentialgleichung

y'(x)=-Ay(x)=0; y(o)=1

konvergiert, wenn man n_=1 und n1=(2-Xh)—/&-4Ah+(Ah)2 wdhlt.
In diesem Falle gilt nidmlich

AX. X, -AX.
y}:Cle J+023 J/hoe J+”(h2) (L\l.6>

mit 01=1 und C2=O.

dieser speziellen Wahl von nq, nicht méglich, weil durch Rundungs-

. . LT X-
fehler 02%0 wird, was bei léngerer Rechnung die Ldsung ex J

v8llig verfidlscht.

Beispiel 2: (ein schwach stabiles Verfahren)

Im Falle des Verfahrens (1.9) von Milne-Simpson:

* X

- Do * -
Y5417Y35-173 (fj+1+“f3+fj-1)5 Yo<Nos  ¥1ng(h)

. 2 j
ist  p(w)=p®-1; A (2 é) 3 D=supl[ad ]| = 1
JelN



Die Eigenwerte von A sind My o=*1, das Verfahren ist daher schwach
3

stabil. Wird der Startwert yﬁ mit dem modifizierten Euler-Ver-

fahren (1.8) berechnet, so ist

Il y(xl)-no-hf(xo+%,no+% f(xo,no)H]iCIhB; wegen (2.3) gilt auBerdem

I T, [y] ()l <Coh " und mit vy, D=1, uz2L(1-3)77, 22<1 ergibt
(4.5) die Fehlerschranke:
u(x.-a)
1y (x5, )95, dll< S*;jﬁz——{(1+%hL)Cl+(xj+1—a)C2h}h3; (4.7)
? j=o(1)m-2

In der Praxis wlrde man natlirlich y& mit einem Einschrittver-
fahren der Konvergenzordnung 4 berechnen; dann gilt

. !
”y(Xl)-yEH=(7(hu) und die Fehlerschranke wire von der Ordnung h".

.2, Stabilitit von Pri#diktor-Korrektor-Verfahren

M(p,0) in jedem Rechenschritt eine Iteration erforderlich ist
und daB diese Iteration fir |hB,L[<1 konvergiert. Den Startwert

y}ii) hierfiir verschafft man sich im allgemeinen mittels einer

(P-C-Verfahren) hat somit die folgende Form:

zgig)=A1 z§+hB1 Fz}. : Prddiktor M(pl,cl) (4.8a)
z}ii):A z}+hB FzE+hCFz§£i-1) Korrektor M(p,o) (4.8b)

i=1(1)s; s: Anzahl der Auswertungen von M(p,o)

«  _ x(s)
254172541

In der Praxis wird s=1 oder s=2 gew#hlt (siehe auch Abschnitt

9.5.).
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Der englischsprachigen Literatur folgend wird ein solches Ver-

Evaluation genannt, denn mit dem Pridiktor wird z§+1 zundchst

durch zgii) angenihert, sodann wird F s-mal ausgewertet und die

Niherung s-mal verbessert. Zum Schluf wird F (filir den Gebrauch

---------- e (s)

im nidchsten Rechenschritt) mit dem zuletzt erhaltenen Wert Zj+1

Die letzte Auswertung von F kann auch weggelassen werden; man
benutzt dann im anschlieRenden Rechenschritt F(z}£§_1>) statt
F(zgii)) und spart so eine Funktionsauswertung pro Rechenschritt.

Diese Variante der P-C-Verfahren wird P(EC)S—Verfahren genannt.

Durch Substitution erkennt man sofort, daB die P-C-Verfahren
(4.8a/b) alle die Form (3.14) haben,

* .
d.h. zj+1-Azj+h¢(xj,z. h);

* L
J’ZJ+1,

jr i+’
fir s>1 hat ¢ kompliziertere Gestalt.

im Falle s=1 ist ¢(Xj,zf, N h)=BFz}+CF(Ale+hB1Fzg); (4.9)

Aus Satz 3.1. folgt daher:

Satz 4.2.

Ein Prddiktor-Korrektor-Verfahren ist genau dann stabil,
wenn der Korrektor stabil ist.

Der Pradiktor darf somit auch instabil sein, d.h. M(pl,cl)

braucht nicht das Wurzelkriterium zu erfiillen!

Im Falle (4.9) eines PECE-Verfahrens ergibt Satz 3.1. eine Fehler-
schranke der Form (4.5), jedoech mit

k—lj
K.=L I |B.|+|R, |L

k-ll k-1
Z las|+hL = |b.|); K.=0:
j=o j=ol i175 Kpos

Hierbei sind as bzw. Bj die Koeffizienten von p bzw. ¢ und a.

bzw. bj die Koeffizienten von pq bzw. PE



Entsprechende Fehlerschranken lassen sich auch fiir P(EC)SE-Ver-
fahren mit s>1 angeben. Man beachte, daf Satz 3.1. die Berech-

nung von Fehlerschranken flir das gesamte P-C-Verfahren gestattet

Pridiktor und Korrektor.

4.3, Stabilitidt zyklischer Verfahren

Bisher wurden die Niherungswerte yg fiir j=k(1)m stets mit dem-
selben k-Schritt-Verfahren (k>1) berechnet; im folgenden be-

werden. Berechnet man beispielsweise y} flir gerades j mit der
2-Schritt-Formel (4.10a) von Milne-Simpson und flr ungerades j
mit der 2-Schritt-Formel (4.10b) von Adams-Moulton, so ergibt
sich das folgende "2-zyklische 2-Schritt-Verfahren":

X . 4 h & A *

VS syt (£ HUFL . L +FL) 1)
2j+277235°3 tT2j+2 TT2j+1 2] ij(l)[%—lJ (4.10a)
* K h * X _p*

Vo543 2542712 (5725437825427 2540

4.3.1. Definition zyklischer Verfahren

Definition 4.2.

Eine geordnete Menge von ki—Schritt—Formeln, izo(1)M-1
gegebener Reihenfolge zyklisch zur Berechnung aufein-
anderfolgender N&herungen y} (j=k(1)m) angewendet werden.
Die einzelnen Formeln eines M-zyklischen Verfahrens nennen

wir Stufen.

1)[a] bedeutet hier die grépte natirliche Zahl < a.
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(4.10a/b) beispielswelise ist ein 2-zyklisches Verfahren mit den
Stufen (4.10a) und (4.10b). Theoretisch kdnnen die Stufen aus
verschiedenartigen Verfahren bestehen, jedoch setzen wir im
folgenden meistens voraus, daR sie alle lineare k-Schritt-Ver-

In der Notation des Abschnitts 4.1. haben sie die Form:

* _,(0) « (o) o x .

ZpjerTh 2y the T (s a 2y s s Zys g 5h)

* (1) » (1) * * i

ZMj+2_A ZMj+1+h¢ (XMj+1’ZMj+1’ZMj+2’h) (5.11)
.* _a(M=1) x (M~-1) " x . . El—-lJ
Zmy MR ZMj+M-1+h¢ (XMj+M—1’ZMj+M—1’ZMj+M’h) J=o(1) |y
wobei A<l)eR(k,k), i=o(1)M-1, Frobeniusmatrizen sind.

Von dieser speziellen Gestalt der A(i) wird jedoch an keiner
Stelle der nachfolgenden Betrachtungen Gebrauch gemacht; es sei
daher ausdriicklich angemerkt, daB alle Ergebnisse dieses und
des n&dchsten Kapitels auf Verfahren vomn Typ (4.11) mit allge-

, i in@! . TTEET
meineren A( ) anwendbar sind!

Man beachte, daR in jeder Stufe ein endgliltiger Niherungswert y?
berechnet wird. Verfahren, bei denen das nicht notwendig der

fahren. Zyklische Verfahren sind somit Spezialfille dieser Ver-

fahren, ebenso P-C-Verfanren (die keine zyklischen Verfahren ge-

miR Definition 4.1. sind, obwohl Pridiktor und Korrektor
zyklisch benutzt werden!).
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Einige der in Kapitel 8 behandelten Runge-Kutta-Verfahren lassen
sich als zyklische Verfahren darstellen; das Verfahren (8.12),
beispielsweise, 148t sich wie folgt als M-zyklisches Verfahren
schreiben, wenn h durch 2h ersetzt und flir die 2. Stufe der

Pridiktor 3‘;*2j+2:y*éj+2h(—f’éj+2f§j+1) gewdhlt wird:

23 j=o<1)[§—1]

Aa
(£5 f2J+1 2J+2)

L] -
Y55 4175 the

y2J+2 Yot 3 25 F
Auf diese Zusammenhinge soll hier jedoch nicht eingegangen
werden; aus didaktischen Grinden beschrinken wir unsere Betrach-
tungen vielmehr auf zyklische Mehrschrittverfahren, merken je-
doch an, daB viele Ergebnisse sich ohne Schwierigkeiten auf

mehrstufige Mehrschrittverfahren Ubertragen lassen.

4.%2.2. Stabilitit

Ein Stabilitidtskriterium flr zyklische Verfahren ergibt sich un-
mittelbar aus Satz 3.1. Wir verfahren dabeil genau wie bei den
Stabilititsbetrachtungen fiir P-C-Verfahren in Abschnitt 4.2.

Dort wurde gezeigt, daf die Stabilitdt des P-C-Verfahrens

A.} 3 E3
=A, z-+h X.,%s30)
J+1 1 7] <I’1( J>°3° (4.12)
AN
J+1 =A 2% +h¢2(x ,zJ,zj+1,h)

nur von den Eigenwerten der Matrix A abhingt, indem wir (4.12)
in der Form (3.14) darstellten, d.h.

sh);  27=e (4.13)

=A Zs T+ho (x. ,zJ j+1’ 5°%6

J+1

Ganz analog finden wir, daB die Stabilitdt des 2-zyklischen Ver-

fahrens:
_ (o) (o) * * ‘1
2J+1 =A Z‘( +h¢ (X Z2j’z2j+1’ ) (14.114)
A (1) . (1) - * .
Zage2™h T B5aathe T (503705000 %0 43T
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. 1 " .
von den Eigenwerten der Matrix A( )-A(Oz abhingt, (welche die
. 1 . " .
gleichen sind wie die der Matrix A(o)-A )), weiles flr hin-
. . E 4
reichendl) kleines h>o durch Substitution von ZEj+1 bzw. Z2j+2
ibergeht 1in

(1), (0) ~(0) = * ) b1
zgj+2—A A z2j+h¢ <X2j’Z2j’Z2j+2’h> ( 5a)
x _ (o) (1> X (1) * X .

Z2j+3"A A z2j+1+h¢ (X2j+1’Z2j+1’zgj+3’h> (4.15b)

und beide Gleichungen (nach Umindizierung ZE::ZEj bzw.
) die Gestalt (4.13) haben.

o,k
ZJ- .—A2j+1

Die Verallgemeinerung auf beliebiges M ist offensichtlich. Da-

Satz 4.3.

M-zyklische Verfahren sind genau dann stabil,
wenn

1. die Eigenwerte von A:=A(M—1)A(M—2)...A(l)A(O) betrags-

midRig < 1 sind und

2. zu den Eigenwerten vom Betrag 1 nur lineare Elementar-

teiler gehdren.

Definition 4.3.

Erfiillen die Eigenwerte ui(iZl(l)k) einer Matrix AeR(k,k)
die Bedingung 1. und 2. von Satz 4.3., so sagen wir, dab

Genligen die Eigenwerte einer Matrix dem Wurzelkriterium (bezo-

gen auf das charakteristische Polynom der Matrix), so erfiillen

rechtfertigt die Bezelchnung "erweitertes" Wurzelkriterium.

1)

man beachte Anmerkung 1 auf Seite 20



Die Bedeutung zyklischer Verfahren liegt darin, dapR die Eigen-

(1-1), (m-2) (1), (0)

werte von A:=z=A dem erweiterten Wurzelkri-

terium genligen kénnen, obwohl die Eigenwerte von A(r)(r:o(l)M—l)

lineare k-Schritt-Formeln hoher Konsistenzordnung, so lassen

1)

Mehrschrittverfahren berechnet; von ihnen stammt das folgende

Donelson und Hansen haben als erste systematisch zyklische

Beispiel eines stabilen M=3,k=3%-Verfahrens:

Ed

x * * _ * i ™ !
33y3j+3+ 2“y3j+2— 57y3j+1 —~h(10f3j+_),+ 57f3,j+2+ 2}4f3j+1 f3J> (4.16a)

x > >

1554 M 354511 3 01500 RT3 #1705 15, 500 55,0 (1160

A

x * * bl _ b > >
50755551 5009 355728055 T 90735, 3000 5 P35, 500550 (R-200)

Alle drei Stufen sind stabil und haben fir yeC7[a,b] die Kon-

sistenzordnung 5; dennoch konvergiert das Verfahren sogar mit

Ordnung haben), wie wir in Kapitel 5 zeigen werden.

1)Donelson,Hansen: Cyclic Composite Multistep Predictor-
Corrector Methods, SIAM J. Numer. Anal. 8, 137-157

(1971).



b.4. Stabilitdtsbetrachtungen bei einem partiellen Differential-

gleichungsproblem

Ahnlich wie im Falle der Konsistenz, soll auch jetzt wieder an
einem Beispiel gezeigt werden, daB der Stabilititsbegriff des
Abschnitts 3.1. und der Stabilitdtssatz 3.1. auch auf andere
Diskretisierungsprobleme als die gewdhnlicher Differential-
gleichungen anwendbar ist. Hierzu betrachten wir wieder die
parabolische Differentialgleichung (2.4), fiir die sich in Ka-

pitel 2 durch Diskretisierung die folgenden Verfahren (2.6a-c)
ergaben:

oyt (81 (g 2708ty W (1), bt (u*<Q)+u§f§>>+At fg(ﬂ);

J (ax)e (ax)c Il
j=1(1)m1—1; 220(1)m2—1

b) ux.(,Q,'Fl):u*.(,Q,—l)_F 20At (u* (Q)_zu,‘(g)'*_

»(2) ~(2)
. . u. +2AC £ ;
J J (ax)°e  d*1 J j-1 J

jzl(l)mi-l; 2:1(1)m2—1

¢) ZOAL o« (2¥1) ) 200t y ot (D) __obt (21 v (2) . ¥ (8)

(ax)= 71 ()2 ()? 37t TR T

jzl(l)mi—l; Q:o(l)mz—l
Wir setzen: a= oAt nd
(AX)2
*(9«) *
Uy n(At) £,(0) (1-2a) a 0 .. 0
) . (1-2a) a 0

ur:= 5 U= s 0= = 2
2 " o 2 5 Ay 0 a (1-23) 0

o~ Q/ | /Q, M A R R e R R R I I I .

Gy n((m~1)at) (%) o o lllTTa i)



-2 1 O ... 0 (1+2a) -a O ... O
1 =2 1 ... 0 -a (1+2a) -a
C= 0 1 -2 ...0 3 A3= 0 -a (1+2a)
0 O ... 1 =2 0 0 ... -a (1+2a)

Dann gehen a)-c) lber in die Darstellungen:

* _ x - . -
a) Uy TR U HAE £ 220 (1)my-1 (4.17a)

» _ 3 Y L _ -
D) Wpyq72a Coup+uy 4240t £)5 2=1(1)m,-1

u
-1
mit VE: dk erhiilt man hieraus ein Einschrittverfahren
*

d F (3.14): v =A VI +2Ate gt v = ol | 2=1(1)m,-1 (4.17p]
er Form (3. VT oV te Bes Vq~ ua 5 L= My . )
. g 1 & 2(m.-1)

mit A,= ; g} = ) eRT L ; IeR(ml—l,ml—l)

I 2acC f
£
* _ He

c) A3u2+1-uQ+At f2 ;

#* _ -1 * -1 * . - _ u 17
u“_l—A3 u2+At A3 fQ ; 9 o(l)m2 1 (4.17c)

Alle drei Verfahren sind damit auf die Form (3.14) zurilickge-
flihrt, ihre Stabilit&t ergibt sich daher nach Satz 3.1. aus den

. . -1
Eigenwerten der Matrizen Ay, A, und A3 :



a) Man kann zeigen, daf die Eigenwerte von Ay gegeben sind durch:

j " 1 . "
ujzl—ua sin2 <QE—> , j:1(1)m1-1; fir Iali§ gilt flr den

2m1
Spektralradius von A,: p(A1)<1; dai exp%izite Verfahren
. . A
(2.6a) ist daher stabil fiir a = (O )2 <
Ax

b) Ist p$o Eigenwert von Ay, sO folgt aus det(A2—uI)=o durch

Multiplikation von links mit det (% Ug) , ufo:

det (2auC+(1—u2)I)=o
2

1-y _
det (C+ e ) o

Ist X Eigenwert von C, so gilt daher u:axi/a2x2+1. Da alle
Eigenwerte von C von Null verschieden sind, existieren somit
flir beliebiges a Eigenwerte p mit |u|>1; das 2-Schrittver-

fahren (2.6b) ist somit filir alle Ax und At instabil. Ersetzt

man jedoch in (2.6b) den Term 2d}z£$ durch (ugzz‘1§+u§(2+1),

c) Alle Eigenwerte von A3 sind (vgl. A1 mit a:=-a) fiir a>o be-
tragsmdfig groRer als 1; daher gilt p(A31)<1 flir beliebiges

a>o. Das implizite Verfahren (2.6c) ist deshalb flir_alle AX
und At stabil.



5. Uber die Ordnung zyklischer Verfahren

In Abschnitt 4.3. wurde bereits ein zyklisches Verfahren der
Konvergenzordnung 6 angegeben, dessen Stufen lediglich die Kon-
sistenzordnung 5 haben. Donelson und Hansen | 71 gewannen der-
artige Verfahren, indem sie fiir k=2,3%,4 k-stufige k-Schritt-
Verfahren mit instabilen Stufen der Konsistenzordnung (2k-1)
ersetzten durch dquivalente k-stufige kM-Schritt-Verfahren mit
stabilen Stufen der Konsistenzordnung 2k. Die dabel erforder-
lichen Rechnungen sind jedoch sehr aufwendig und machen eine

Untersuchung der Fille k>4 aussichtslos.

Im folgenden wird ein v81llig anderer Weg zur Gewinnung zyklischer
Mehrschrittverfahren maximaler Ordnung beschritten. Ausgangs-
punkt ist dabei wieder Satz 3.1., aus dem sich - durch leichte
Modifikation seines Beweises - eine allgemeine Theorie Uber
Verfahren der Konsistenzordnung g mit der Kcnvergenzordnung

(q+1) ergibt. Diese Theorie filhrt zu einem tieferen Versténdnis
k-zyklischer k-Schritt-Verfahren der Ordnung 2k, vereinfacht

ihre Berechnung ganz erheblich und ist prinzipiell auch auf all-

gemeinere Verfahren anwendbar.

5.1. Eine Modifikation des Satzes 3.1.

Flir Verfahren der allgemeinen Form (3.14):

* - * 3 * . *: . - _ 1
zj+1-Azj+h¢(Xj,zj,zj+1,h), 2,70, (h);  J=o(l)m-k (5.1)

untersuchen wir im folgenden die Frage:

Wie kommt es, daB Verfahren mit der Konsistenzordnung q
i. allg. auch die Konvergenzordnung g haben, und ist das

immer der Fall?



Eine Antwort hierauf ergibt sich aus einer Analyse des Bewelses
. > .
von Satz 3.1.: Dort wurde (vgl. S. 21 mit Vj:Zj’ wj=zj) die
Norm des Terms
J =2 . _ o}
n TowTh g [e) e miv T, [2] (x,) = (n%) (5.2)

in Gleichung (3.16) nach oben abgeschitzt durch
h(j+1)DI T, [2] (x)]]  mit DEJIAJH, jel (5.3)

1).

Summand in (5.2) hat aber die Ordnung (g+1), so daf unter be-

Wegen h(j+1)=(xj+1—a) hat (5.3) die Ordnung q in h Jeder
stimmten Voraussetzungen mdglicherweise auch die Summe (5.2)
fiir j»« die Ordnung (g+1) in h hat. Verfahren, filir welche das
der Fall ist, hitten - wie der weitere Verlauf des Beweises
von Satz 3.1. zelgt -~ bel passend gewdhltem Startvektor Qo(h)
die Konvergenzordnung (g+1). Tatsdchlich gelingt es mittels
der folgenden Modifikation des Satzes 3.1., Verfahren der Kon-
sistenzordnung q zu konstruieren, welche mit der Ordnung (g+1)
konvergieren (siehe Abschnitt 5.2. und Kapitel 10).

Lemma 5.1.
Seien p,=1 und ui%l (i=2(1)k) die (nicht notwendig von-

elnander verschiedenen) Eigenwerte von AeR(k,k) und sei

{u(ui),izl(l)k} eine Normalbasisz) in Rk; dann sind die

folgenden beiden Bedingungen #Hquivalent:

k
t= ¥ d.u(p;) mit 4
i=g t 7

S
n
O

(5.4)

T .
p t=0 mit ATp=p; pF (5.5)

im folgenden werden stets ausreichende Differenzierbarkeits-
€lgenschaften von y vorausgesetzt.

2 .
)vgl. z.B. Faddejew-Faddejewa, S. 9o



Beweis:

r.
Seil ry die Stufe des Vektors u(ui), so gilt (A—uiI) lu(ui)=0'
und aus pTA‘]=pT flir alle jelN

r. \

o[ (i Tk gl Ty
folgt: D § Iy (-ui) A Ju(“i>:(1_”i) D u(ui)=0
=0
Fiir i¥1 ist daher pTu(ui):O . (5.6)

Aus der linearen Unabhdngigkeit der u(pi), i=1(1)k, und
p3¥ folgt: pTu(l)#O (5.7)

Die Behauptung folgt nun aus th:dlpTu(l). <]

Voraussetzungen:

(1) Die Eigenwerte Hs s i=1(1)k, der Matrix AeR(k,k) mbgen dem

engen Wurzelkriterium genligen.

(2) Das Verfahren (5.1) habe einen "lokalen Ersetzungsfehler"
-1 - _ .
Th[Z](XR).—h (ZJ-+1 AZJ' h¢<Xj)Zj,Zj+13h)) (5-8)
der Form:

ThIz](XQ):hqth+07(hq+1) (5.9)

mit Z; wie in (4.2), beschrinktem g: [a,b]-R, g2:=g(xg) und

konstantem tst.

=

(3a) Es sei entweder: p t=0 mit ATp:p, 0% 104 (5.10)
(3b) oder: l

oder g, | fir alle jeN beschrénkt (5.11)
2

0

n~Ma

(4) Der Startvektor co(h) habe (wenigstens) die Konvergenz-

ordnung (g+1):
lzg-t, () || =013 (5.12)

Satz 5.1.
Unter den Voraussetzungen (1)-(4) konvergiert der Verfahren

(5.1) mit der Ordnung (g+1).

Anmerkungen:

1. Eine Abschwichung der Voraussetzung (1) ist mdglich, jedoch

ohne praktische Bedeutung.
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2. Beim linearen k-Schritt-Verfahren (4.1) hat T, [z](x,) die Ge-
stalt (5.4) mit g2=cq+1y(q+1)(xz), wie (4.3) zeigt; im Falie
eines Systems von n Differentialgleichungen ist daher gQER .
Eine Verallgemeinerung der Voraussetzungen auf den Fall n>1
wdre somit sinnvoll und ist - analog zum Vorgehen in Ab-
schnitt M.l.l) - auch mdglich. Aus Griinden der Verst&ndlich-

keit wird hierauf aber verzichtet und nur der Fall n=1 dar-

gestellt.

Beweils von Satz 5.1.
k
(5.2) ergibt mit (5.9) und t= % d;ulpy)
i=1

h
3

(LI e [

a7 (2] (x,))=n?*t 5030 F et (5.13)
O

. . r.—
L) j-1 J k 4 [ -2
mit 5= L og A t=d, | g u(l)+ zd. gl r P. (AT udulu.)
2=0 % 1 £=0 . i=2 £=0 i * *
(5.14)

r=0
wobei die Pir(ﬁ) Polynome vom Grad (ri—l) sind. S(j) ist somit

flir alle jeN beschrinkt, wenn die Voraussetzungen (1), (2) und
(3) gelten.

C

(5.13) hat dann die Ordnung (q+1) in h und durch entsprechende
Modifikation im 2. Teil des Beweises von Satz 3.1. ergibt sich
statt (3.21) die Ungleichung:

(Xj—a)u . (5.15)
1, 4y ol P (i v, - 7 ait _
5+ STR Pl WOH+0§§?§+1h£§oA (Th[vj(xg) Ty, [w] (3,003
it (1+h_K,) (b-a)u_
i K“'_TT:HSKET De H Vj=z.,w.:zﬂ,Th[z'](x2)=0/folgt aus

J7Jd J
(5.13) und (5.15): l25-25l <kl 2~z ()] + (J (n9* 1)

Wegen Voraussetzung (4) hat das Verfahren daher die Konvergenz-
ordnung (qg+1). <]

1)

man ersetzt im folgenden Beweis A durch ihre Block-Frobenius-
¢ g(x,)t
orm AeR(nk,nk), th durch g @t:= :2 1 ERnk und beweist die
. g(x,)t
(g(x, )at)) '
) i Mt llgeetll = max |t g(x, )]
R PR g 1T g

unter Beachtun = R (k
g von A(gzﬁt)—gQQAt, ngRn, tsﬁk, AeR(k,k),

Beschrénktheit von]]% It
2=0



Beispiel zum Satz 5.1.:

Flir das Verfahren

at X X
Voj417Yp; *h Lo . i
ST e J=o(1)[%n—1’| (5.16)
Yoj+2™Voj+1% fos40
gilt: 5
) _h
hTh[y](X2J‘) "y2j+1"'y2j _hYéj - ‘?‘ y"(X2j)+ﬁ(h3)

- - - e 5
hTh[y](X2j+1)_y2j+2 Vo541 MY 55427 %T y'(xzjy*y(h )
Daher ist (vgl. 5.9): T, [y](x,)=hg,t+ (J(n°) mit t=1 und
- 2:9): Ty g g

1 . .
. - > y"(x2j) fir 2=2]
=
1 . .
-5 y"(ij) flir  2=2j+1

i% » max |ly"(x)]| ist (5.11) erfiillt. Das Verfahren
xe [a,b])

konvergiert daher nach Satz 5.1. mit der Ordnung 2, obwohl jede

J
Wegen , L g
_ %
2=0

der beiden Stufen nur die Konsistenzordnung g=1 hat. <j

Das obige Beispiel wurde in anderem theoretischen Zusammenhang
bereits von Spijker |68| angegeben. Spijker zeigt, daR sich bei
Wahl einer anderen Stabilitidtsdefinition in gewissen Fdllen eine
héhere Konvergenzordnung nachweisen 18Rt und gibt als Beispiel
daflir zyklische Verfahren an, die allerdings sehr spezieller Art
sind. Alle Verfahren, die Voraussetzung (3b) erfilillen, haben auch
nach Spijker die Ordnung (g+1). Wesentlich allgemeiner und wich-
tiger fiir die Praxis ist jedoch Voraussetzung (3a); die hiermit
gewonnenen Verfahren der Konvergenzordnung (g+1) lassen sich
nicht aus der Spijkerschen Theorie ableitenl).

Anwendung der Voraussetzung (3%a) werden am Ende von Abschnitt

Beispiele fir die

5.3. angegeben.

1)Es ist jedoch wahrscheinlich, daR® sich diese Theorie erweitern
148t, wenn man etwa die Beschridnktheit von (5.13) in die Sta-

bilitidtsdefinition aufnimmt.



5.2. Maximale Ordnung M-zyklischer k-Schritt-Verfahren

Wir zeigen nun, wie man mittels Satz 5.1. k-zyklische k-Schritst-
Verfahren der Konvergenzordnung 2k konstruieren kann und be-
trachten dazu den Fall M=3, k=3 mit Stufen der Ordnung 5. Dann
gilt (in der Notation (4.2)) fiir die Vektoren Z; der exakten

L&sung bei hinreichenden Differentiationseigenschaften von y:

0
Z}j+1:A( )z +h¢(o)(x 33’Z33+1’h)+ (2&0) y<6)(x3j)h6+69017) (5.17a)

/O
1
23j+2:A( )Zsj+1*h¢(1)‘X33+1’233+1’ 233 +2’h)*K\ = y(6)(X3j>h6+(9<h7> (5.170)

@) (2) 0
1 R PP S SPR PRI N 2é2> 7O, )h 6. )ny (5.17¢)

(r)

wobel C6 die Fehlerkonstanten der Stufen sind.

Flir genligend kleines h sind (5.17a-c) aufldsbar; durch Sub-
stitution folgt:

2 (2),(1),(0) A

23j+3’A ANT/ptO 23j+h$(x3j,23j,23(j+1>;d+hTh[2](XBJ) (5.18)
mit 00 [2] x5 ) 0% () e, e s D6 (5.19)

2
APE O
.- 2)[ O
to'_ Cé‘?) +A Cél) + A(2)A(1) géo) - cél)—u(l) C(O)
k§é2> (Do1)_(,(2)_ (21,1 (0)

(5.20)

d.h. die Ni p
le Niherungen ZJ mit j=o(mod 3) lassen sich aus einem Ein-

schrittverfahren der Form (5.1) gewinnen, nimlich aus

7 (5e1) ko7 RIRES 5735523(541)50) (5.21)

.2 (2), (1), (o)
nut}%_A AYTA und dem lokalen Ersetzungsfehler (5.19).
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Flir die Niherungen z;(j:r(mod 3), r=1,2) gilt entsprechend:

23(j+1)+r Ap Z3j+r+h¢r(x3j+r’Z3j+r’z3(j+1)+r;h) (5.22)
mit?) Kr::A(2+P>A<1+P)A(P) (5.23)
und %(P)[z J(x ):=t y<6)(x )h5+(9(h6) (5.24)

h 3j+r’ " r 3j+r .

tr::C(2+P>+A(2+P)C(1+r)+A(2+P)A(1+r)C(r); C(r)::(o’o’cér))T‘(5.25)

Genligen AO und to den Voraussetzungen des Satzes 5.1., so haben

die N&dherungen Zgj die Konvergenzordnung 6.

Lemma 5.2.

2y 7. . .. T~ T T : . T
p.t,=0 mit p_ A =p., p,.f0, so gibt es ein p_ 0

) T _ T = T
mit pr+1tr+1—0 und pr+1AP+1_‘r+1'

Gilt

Beweis:

u$=1 ist einfacher Eigenwert von Ar+1’ daher existiert ein
T -~

t . T . . ST (r)
r+1#0’m1t PoyqAay17Ppyq und mit (5.%3; folgt: p_, A 0.

Nach Multiplikation von rechts mit A gilt:

(p£+1A(P))Ar:(pT A(r)>, denn & A(T)_p(r)}

r+i r+1 r’
Aber auch P, ist Eigenvektor zum einfachen Eigenwert u1:1
A . T (r) T
von A ; daher ist: p_ A =ap_. 3 a=const.$0 (5.26)
_,(r) N (r) T T
Aus tr+1_A tr+(I_Ar+1)C und (5.26) folgt nun pr+1tr+1—aprtr
und hieraus die Behauptung. <]

-~

Lemma 5.2. besagt: Genligen AO und to den Voraussetzungen des

iy * * .
Satzes 5.1., so haben alle N&herungen Z%j, 23j+1 und 23j+2 die

Konvergenzordnung 6.

1)

obere Indizes sind mod 3% zu nehmen!
2)

alle Indizes im Lemma und seinem Beweis sind mod 3 zu nehmen.



Satz 5.2.
Ein M-zyklisches k-Schritt-Verfahren mit Stufen der Kon-
sistenzordnung 1,249 und Startwerten der Konvergenzordnung
>(q+1) konvergiert fiir ye@q [ﬁ b] mit der Ordnung (q+1),

wenn gilt:

(1) die Eigenwerte Hy ,1=1(1)k, von A:=A<M—1)A(M_2)...A(l)A(O>

(A(r)eﬁ(k k) Fr obenlusmatrlx der r-ten Stufe) genligen

dem engen Wurzelkriterium.

(2) th:o mit ATp=p, po (5.27)
:C(M—1)+A(M—1)C(M—2)+A(M—1)A(M—2)C(M—3)+_..+A(TVI-1)“ (1) (o)

(5.28)

¢("):z(0,0...0, (r)) R (5.29)

(r)

Q+1 Fehlerkonstante der r-ten Stufe, falls qr:q;

sonst o.

An keiner Stelle des Beweises von Satz 5.2. wurde benutszt, daR

A(r)

Frobenius-Matrizen sind; er 148t sich daher prinzipiell
auch auf allgemeinere zyklische Verfahren ausdehnenl).

1)

eine Arbeit hiertiber ist in Vorbereitung



5.3. Vereinfachung der Ordnungsbedingung (5.27)

Die Bedingung (5.27) 14Rt sich ohne jede Rechnung unmittelbar an-
geben, wenn man berlcksichtigt, daf die A(r) Frobenius-Matrizen
sind. Diese Mdglichkeit wird im folgenden wieder am Beispiel
k=M=3 erldutert:

0 1 0
Sei als k=M=3, A:=a(2)a(1)a00) g A<l>=K 0 0 1 ,
_ (1) _ (1) _ (1)
i:o,1,2. OLO OLl OL2
(o) (o) (0) (o)
1 0 0 ao 04 a2 /06
" 1
Mit L:= aél)l O |gilt:LA=-| O aél)agl) und Lt= cé ) z=c
(2) (2)
(2)_(2) 0 0 aj cg
ui a2 1
wobel céi) (i=0,1,2) wieder die Fehlerkonstanten der Stufen

sind. Definiert man q durch p:LTq, so geht Voraussetzung (5.27)

liber in die einfachere Form:
T o~
qle=0 mit q (L-LA)=0 (5.30)
Dieses lineare System fir die Komponenten von q hat eine L&sung

q#J, wenn die Systemmatrix den Rangi(k-1) hat. Wegen der Singu-

laritit (als Folge der Konsistenz der Stufen) von

1+aéo) aio) aéo)

-~ 1
L-LA= aél) 1+uél> ai )
a§2> a;2) 1+aéz)

ist das der Fall, wenn gilt:
(o) (o)
1+('XO (11 C6

det l aéi) 1+a

2
k Ong) aéz) Cé )

(1) (D] g (5.31a)
@]



. (i). (1) -
Berlicksichtigt man noch 02k) const.- (1+a ),i=0,1,2, so kann Be

dingung (5.27) flr k=M=3 ersetzt werden durch:

1+aéO) ugo) (1+aéO))

det aél) 1+aéi) (1+uél)) =0 (5.31b)
a§2) aéz) (1+aéz))

Die Verallgemeinerung auf beliebiges M=k ist offensichtlich und

ergibt das folgende Korollar:

Korollar 5.2.

Ist M=k und haben die Matrizen A(P),rzo(l)k—l, Frobenius-
gestalt, so kann die Ordnungsbedingung (5.27) ersetzt

werden durch

(i o) ) )
aé}i 1+aél) ‘e ué}% (1+aé1))
O = 0 (5.%2)
aék_g) aék-g) A 1+a<k_2) (1+aék_2))
\?gk_l) agk—l) .. éKll) (1+aék—1))/

und das Verfahren ist stabil, wenn ftir (k-1) Zahlen Hy,i= 2(1)k,

mit |uil<1 gilt:
biral®hale) (o) «(0)
et veeg o) ol
e T s (5.33)
bo ék+2) “i“ékﬁg)"'Hf“ék—z) aik_g)
45 gk 1) e ék e) TS ik11> ui+aék—1)/



Mit Satz 5.2. und seinem Korollar k&nnen durch zyklische Kombi-

nation von k (instabilen) k-Schritt-Formeln der Konsistenzord-

nung 2k gewonnen werden (siehe Kapitel 10).

Beispiele:

1. Fiir das Verfahren (4.16a-c) rechnet man leicht nach, dak
Gleichung (5.31b) erfiillt ist.

2. Die erste Stufe des M=2,k=2-Verfahrens (4.10a/b) hat die
Konsistenzordnung 4 und die zweite die Ordnung 3; fir die
Fehlerkonstanten gilt daher: 050):0, cﬁl)#o. Hiermit lau-

tet die dem Fall M=k=2 entsprechende Gleichung (5.3%1a):

1+aé°) cff” 0 0
det = det =0 (5.34)
a§1> cﬁl) -1 ogl>

(1)

Sie ist flr beliebiges ¢, ° erflillt, d.h. jede beliebi
lineare 2-Schritt-Formel mit der Konsistenzordnung 3 er-

fiillt in Verbindung mit (4.10a) die Voraussetzung (2) von

Satz 5.2.

7Zur Kontrolle der Voraussetzung (1) berechnen wir A::A(l)A(O>
mit
0 1 O 1 R 1 0
Aol : NERE . A=
1 O —aél) —a§1> —ail) —aél)

Fir [a(1>]<1 ist damit auch Voraussetzung (1) erfiillt und aus
0

Satz 5.2. folgt:

Die zyklische Kombination von (4.10a) mit einer beliebigen

linearen 2-Schritt-Formel mit der Konsistenzordnung 3 und

Ia(1)|<1 ergibt ein Verfahren der Konvergenzordnung 4, wenn
o)

die Startwerte die Ordnung 4 haben.



§6. Stabilitdt eines Differentialgleichungsproblems

In den vorigen Abschnitten wurde die Stabilitdt numerischer
Verfahren definiert und untersucht. Im folgenden fragen wir

nach der Stabilitédt des gestellten Differentialgleichungspro-
blems (1.1):

y'-f(x,y)=0; y(a)sn_  im Intervall xela,o) (6.1)

RBetrachten wir hierzu das Problem

v'-f(x,y)=0; ?(a):no+60

mit der "Stdrung" 60 in der Anfangsbedingung. Fiir den Fehler
e(x)=y(x)-y(x) gilt:

e'-g(x,e)=0; e(a)=6 (6.2)

mit g(X,e(X)):f(x,y(X)+e(x))-f(x,y(x))

Die L&sung von (6.2) bezeichnen wir mit e(x

;6O,a). Analog zu den
Betrachtungen in § 3.2,

i nennen wir (6.1) stabil, wenn "kleine"
St8rungen in der Anfangsbedingung auch nur
der Losung y(x) in xe[a,®) bewirken.
nieren wir:

"kleine" Anderungen
Genauer ausgedriickt defi-

Definition 6.1.

Das Problem (6.1) heipt stabil, wenn es zy Jedem

0 .. )
€>0 eine positive Zanl g gibt, so daf |le(x;s »a)ll <e
O

gilt fir_alle xela i
_____ la,®) wenn nur|]%J|<6 ist; anderen-



Beispiel
Die Dgl. y'=10y-11lexp (-x); y(0)=1 (6.
hat die L&sung y(x)=exp(-x). (6.2) ergibt:

e'-10e=0; e(O)ZSO

d.h. e(x;éo,o):5o-exb(1OX)

Wie klein auch immer GO ist, stets existiert ein X, so daf

Allgemeiner gilt der folgende Satz:

Satz 6.1.
Das lineare Differentialgleichungssystem mit konstanten

wenn fiir die Eigenwerte ). der Matrix A gilt: max Re ) .<O.
J 1< j<n J

Der Beweis folgt aus e(x;éo,a)=exp((X-a)A)GO;GOERn.

Instabile Differentialgleichungsprobleme lassen sich fiber
"kleine" Intervalle ohne Schwierigkeit 18sen; bei "grofen"

Intervallen versagt jedoch jedes numerische Verfahren.
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§ 7. Stabilitdt bei fester Schrittweite h

7.1. Allgemeine Betrachtungen

Bisher betrachteten wir stets ein endliches Integrationsintervall
[a,b] mit b-a=m-h und untersuchten die Stabilitdt eines Verfahrens

flir m»e, d.h. fir h»0. Im folgenden sei [a,M) das Integrations-

wie klein h wenigstens gewidhlt werden muf, um Stabilitit zu er-

reichen.

intervallen von praktischem Interesse (wobei wir ein Intervall

[a,t] schon "groR" nennen wollen, wenn 9%2 > 100 ist),

Bezeichne M(p,0) wieder ein k-Schritt-Verfahren der Form (1.6)

mit den erzeugenden Polynomen p und o. Dann gilt mit Eryj::yj+r:

o<E>y}—ho<R>f}:o

und fir die (exakte) L&sung y der Dgl. (1.1) gilt
E .= .=
o ( )yJ hc(E)f‘J h Th[yj(xj)

Hieraus folgt

o(E)(yj—y3>—ho<E><fj-f3):h T, Iv] (x;) (7.1)
Mit f(XJayJ)_f(XJ$y5):Jf(XJ)§7j)(yj_y’;)

J :Funktionalmatrix von f3; v.=v%+ -—yx Y.
f SRS REAALENC S y3)s H5j|[<1

und den Abkilirzungen

e.:zy.-y*¥. S N7 .
J yJ yJ’ Jf(xj’yj>"Jj’ Th[YJ(X.)::T- (7.2)
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p(E)ej—ho(E)Jjej:th (7.3)

Sind die Startfehler ej (j=o(1)k=-1) bekannt und kennt man auch
Jj und Tj’ so 18Rt sich (7.3) 1l8sen und der globale Fehler e. filr

J
jedes J berechnen. Im allgemeinen sind Jj und Tj jedoch nicht be-

kannt. Daher sind exakte Stabilitdtsaussagen nur flr den sehr ein-
fachen Fall der linearen Differentialgleichung y'=ly, y:R>-R mdg-
lich, auf den wir uns im folgenden beschrinken, sowie fiir lineare
Differentialgleichungssysteme mit konstanten Koeffizienten:

y Ry, AeR(n,n), y;R+Rn.

7.2. Stabilitidtsbereiche

Im I'all der Dgl. y'=iy, y(a):no, v:R+R, AeC ist Jje@ urid
von j unabhingig und es gilt Jj:A. (7.%) lautet dann

(p(E)—Ho(E))ej:th mit H:=Xh (7.4)

TR

_ ' j

i=1
falls die Nullstellen ui(H), i=1(1)k, des Polynoms

Q(u,H)=p (n)-Ho(u) (7.5)

einfach sind. Bei (peispielsweise) r-facher Nullstelle uy lautet
sie

Jie J +...+CkuJ (7.6)

.r-1
IO e

ej:(C1+02J+...+CPJ



- 56 -
Daher mul h wenigstens soO klein gewdhlt werden, dab fiir H:=XAh
gilt:
1. lus (H) <1, 1=1(1)k (7.7)

dann unbeschrinkt wachsen, wenn (7.7) erfillt ist, Jedoch nicht

im Falle Re A<O0.

Anmerkungen:

1. Fir h»0 geht die Bedingung (7.7)tber in das Stabilit&ts-

kriterium des Satzes 4.1. (Seite 28), denn die ui(o),izl(l)k,
sind gerade die Nullstellen des Polynoms p.

2. Nach Satz 6.1. ist y'=Ay fir Rex>0 instabil, d.h. die Ldsung
yj ist fir je nicht beschridnkt. Daher braucht (7.7) fir
ReAx>0 nicht erfiillt zu sein, jedoch sollte der Fehler e. fir
Jj»= nicht schneller wachsen als yj, d.h. der relative Fehler

sollte beschridnkt sein (siehe hierzu Def. 7.2).

Wir fassen in etwas allgemeinerer Formulierung zusammen: Wendet
man ein Diskretisierungsverfahren M an auf die (skalare) Diffe-
rentialgleichung y'=Av, so ergibt sich eine lineare Differenzen-
mleichune mit konstanten Koeffizienten. Das charakteristische
Polvnom Q(u3H) dieser Differenzengleichung enthdlt H:=)h als

Farameter und von seinen Nullstellen ui(H) h&ngt das Verhalten
des globalen Fehlers ej flir j»o ab.

Pefinition 7.1.

fahrens M.



Beispiele:

1. Im Fall des k-Schritt-Verfahrens M(p,0) hat, wie wir ge-
sehen haben, die Differenzengleichung die Form (vgl. (7.1.))

o(E)y}—Am(E)y’; =0 (7.8)
und das charakteristische Polynom von M(p,0) lautet

Q(uzH)=p(u)=Ho(u)

2. Das charakteristische Polynom des modifizierten Euler-Ver-

fahrens (1.8) lautet:

Q(u3H) =p- (1+H+5H)

Die Forderungen (7.7) und Bemerkung 2 legen die folgende Definition
nahe:
Definition 7.2,

seines charakteristischen Polynoms Q(u;H) gilt:

luy ()] <1 (7.9)

luy ()] < lu, ()], 1=2(1)k (7.10)

wobei uy diejenige Wurzel ist, flr die gilt:

+1
’ul:eH'{"@(hq )
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Man beachte, daf ein fir H absolut stabiles Verfahren nicht
notwendig auch relativ stabil zu sein braucht. Bei einem fir

H absolut, jedoch nicht relativ stabilen Verfahren geht im

Falle der (skalaren) Dgl. y'=Ay zwar der absolute Fehler €

Konsistente Einschrittverfahren sind stets relativ stabil.

Beim Beispiel des Abschnitts 3.1. (Seite 13ff) ist
jugl > 1 fiir alle Ah<O

es ist daher flr kein H<O absolut stabil; wegen
}u2! > ’“1' fiir alle Ah<O
ist es auch fiir kein H<O relativ stabil.

Definition 7.3.

Seien “i(H)’ i=1(1)k, die Nullstellen des charakte-

ristischen Polynoms Q(u,H) des Verfahrens M. Dann
heiRt die Menge

H:= {HeC: |ui(H)l<1, i=1(1)k} (7.11)

Bereich absoluter Stabilitit (klirzer: Stabilitidtsbe-

H ist also die Menge derjenigen H=Ah, filir welche die Methode M,
angewandt auf y'=)y, (absolut) stabil ist.

Diese Aussage 14Rt sich wie folgt auf

tialgleichungen mit konstanten Koeffizienten der Form

- . . n
y'=Ay 3 y:R »R';  AeR(n,n) (7.12)

verallgemeinern, wobei auch deutlich wird, warum Komplex-



Satz 7.1.

Die Methode M(p,0), angewandt auf (7.12), ist genau
dann absolut stabil, wenn gilt: hkjgﬁ, Jj=1(1)n, wo-
bei Ajsc die Eigenwerte der Matrix A sind.

Beweis:

M(p,0) auf y'=Ay angewandt ergibt:

p(E)jE—hAO(E)YE:U (7.13)

Sei N=STAS die Jordan'sche /oA
Normalform von A, so folgt j 7,‘1
aus (7.13) durch Multiplika- N= ; LM

tion von links mit S™© und : Ay /

Z:ZS_ly*: \. 0’ EA ;

p(E)zj—hNo(E)zj:d (7.14)

Diese Gleichung zerfdllt in r (skalare) homogene Differenzenglei-

chungen

p(E)Zéi)-hAiO(E)Zéi):O; i=1(1)r (7.15a)

die je einem der r Elementarteiler von A zugeordnet sind, und
= falls einige der Elementarteiler nicht linear sind - in (n-r)

inhomogene Differenzengleichungen

(i+1).

; ; i=r+1(1)n (7.15b)

(1) (i)_
p(E)zj —hkio(E)zj zcho(E)z

Damit ist Satz 7.1. durch Zuriickfihrung auf den skalaren Fall
y'=X:y bewiesen, denn auch die partikulare L&sung der inhomogenen
i

Differenzengleichung (7.15b) ist beschrédnkt, wenn (7.15a) stabil

ist.
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Hevor die Definitionen und Ergebnisse dieses Abschnitts an Bei-

spielen erldutert werden noch eine Definition:

Definition 7.4.

Verfahren mit H>{H: Re H<O} heiBen A-stabil (unbe-

wenn H> {H:|arg(-H)|<a; H}O}

A(5)-stabile Verfahren sind offensichtlich A-stabil. A-stabile
erwigungen (und nur mit Blick auf die Genauigkeitsanforderungen)
gewdhlt werden kann. Das ist z.B. wichtig, wenn gleichzeitig
betragsmiBig sehr groRe und sehr klelne Ai—Werte auftreten

(vgl. das erste Beispiel im nichsten Abschnitt). Differential-

Schwach stabile Verfahren (s. Seite 29) haben einen leeren Sta-

bilitdtsbereich. Das Beispiel in Abschnitt 9.5.3. zeigt jedoch,

Korrektor durchaus einen nicht-leeren Stabilititsbereich haben

£ann, wenn der Pradiktor entsprechend gewihlt wird.

Flir A-stabile lineare k-Schritt-Verfahren bewies Dahlquist:

Satz T7.2.

héchstens die Ordnung 2.

Der folgende Satz iliber A(a)-stabile Verfahren stammt von Widlundl)

Satz 7.3,

Kein explizites Verfahren der Form (1.6) ist A(0)-stabil;

. m .
zu jedem ae[O,g) gibt es A(a)-stabile (implizite) k-Schritt-
Verfahren der Ordnung q mit k=q=3 und k=q=4.

Beide Sdtze gelten nicht fiip zyklische Verfahren, insbesondere
gibt es A(a)-stabile k=3,M=2-Verfahren der Ordnung 4 und
kK=3,M=3-Verfahren der Ordnung 5 (vgl. Abschnitt 10.2.)

1), ..
Widlund: A Note on Unconditionally Stable Lineawr Multistep

Methods, BIT 7, 65-70 (1967)
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Die Definitionen und Ergebnisse dieses Paragraphen erscheinen in-
sofern unbefriedigend, als sie genaue Stabilitdtsaussagen nur flir
den trivialen Fall linearer Differentialgleichungssysteme mit kon-
stanten Koeffizienten zulassen.

Dennoch ist es sinnvoll, die Stabilitdtsbereiche von Diskretisie-
rungsmethoden zu untersuchen, denn durch Linearisierung (entweder
der gegebenen Differentialgleichung oder der Fehlergleichung (7.3))
lassen sich die Ergebnisse dieses Abschnitts (in begrenztem Umfang)
auch auf allgemeinere Differentialgleichungsprobleme Ubertragen;
Ans#tze hierfir findet man in Stetter |73|, S. 178ff.

7.%. Beilspiele

Beispiel 1:

2 -1 -24 0 ( _
- : - . = - L16)
Das System y'=Ay mit y(o)= (1 A 0 =25 0 7.1
! e o)’ 0 125 -150
; . -x.  =25%
hat die LOsung: y,=¢€ te
-25x%
Io= €

Vs* o~25x_ ~150x

i =-25; A,=-150;mi Schritt-
Die Eigenwerte von A sind A =-13 Ap==253 XB- 150;mit der Schri

weite h=0,024 ergibt sich daher:
coy mee0. 6 Ho:=)_h=-3,6.
Hyi=h,h=-0,024; Hy:=ayh==0,65 HyiZAsh 35

Das (hier nicht ndher angegebene) Verfahren M zur numerischen

Behandlung der Dgl. hat eln charakteristisches Polynom mit

den Nullstellen ul(H) und ug(H), fiir die gilt:

H1 09976 —03703
H2 O>5u9 ‘03867
H3 0,004 0,851 |
i i hdrigen
i i s 1itstsbereich von M, (denn die zuge o
s Hss H3 liegen im Stabilit&tsbe R

1 ind ragsmiblg
st n Polynoms sind betragsmd
Nullstellen uq, Hp des charakteristische y

kleiner als 1) das Verfahren ist daher absoiul_stal--
Schrittweite h.

ie gewdhlte



H H H )
o oist e 1:0,076; e 2:0,5&9; e 3:0,027; die ersten beiden Werte

18]

~timmen sut mit den Hauvtwurzeln “1<H Y und ul(H ) ﬁbe{ein, das

1
Yerfahren M wird daher gute Ndherungen fiir die Terme e und
A X
e 2 ergeben. Die schlechte fibereinstimmung von e 3 mit ul(H )

X
14R¢ eine ungenaue Approximation des Terms e 3 erwarten; da

dieser Term jedoch rasch abklingt, wird die Niherung y* hierdurch
niechnt nennenswert verfidlscht. Gravierender wird sich auswirken,

dap M fir H. und H, relativ instabil ist. Das hat zur Folge, daRk

2 3 X_______;X ______
die LOsungsterme e"2% una e 3% mit groBem relativen Fehler be-

rechnet werden. Das fillt bel y, wegen des viel groReren Terms
1% . . . " .
o nicht ins Gew1cht, wohl aber bel Yo und yB, fiir die man

Tatsichlich werden diese theoretischen Voraussagen von den
numerischen Ergebnissen bestitigt. Das Verfahren M ergab in
. D c 3

den Punkten Xlo’ XBO und XSO die folgenden Fehler
el(thyl(x ) y (XJ>; (jle, BO, 50; i:1:2,3)!

J 10 30 50

X 0,24 0,72 1,20

. 4 —5 - -
e (x50 |0, 786010 0,104-1077  0,342-10"9  X%1. absol. u. rel. Fehler
ey (xy) 0,784.107°2  0,192:1077  0,942-10710  grose relative Fehler

. -3 - s o TEEEes
O%(kj3 -0,437-10 -0,176-10 4 -0,700-10 6 " ] 1"

yl(x.> N, 78a 0,487 0,301
valx.) | 0,288-107°  0,152-10"7  0,9%6-10" 13
volx:) [0,2u8.107°  0,152-1077  0,936-107 13

A

3%
Per Beitrag e

° des Eigenwertes AB:—15O ist fir x>0,1 praktisch
ohne Bedeutung fir die Loésung der Dgl. Dennoch bestimmt XB we-

sentlich die Wahl von h: Wire h gréfer gewihlt worden (was bei

der unndtig hohen Genauigkeit der numerischen Losung sinnvoll

sohe " _ . . ..
erscheint) so hitte HB—ABh nicht mehr im Stabilitidtsbereich von

M gelegen und das Verfahren hitte divergiert. Wegen der betrags-

méBR1lg sehr unterschiedlichen Eigenwerte von A ist man gezwungen
- - . s ,
die Stabilitdt durch (vom Standpunkt der Genauigkeit) unndtig

kleine Schrittweiten h zu sichern. Diese Situation ist typisch



Beisplel 2:

ergibt flr die Dgl. y'=Ay die Differenzengleichung

4 - * . .-
yj+1-yj+H yj+1 5 H:=Xh

Sein charakteristisches Polynom lautet daher
Im H

Q(u,H)=(1-H)u-1 H
. _ -1
und es ist u,=(1-H) 47?/
Vi »
'/ Re H

Die Stabilitdtsgrenze ist die durch
szﬁl vermittelte Abbildung des Kreises i //
u(y yzeV , d.h. der Kreis H(w)zl-e_lw. Das Verfahren ist A-stabil.
Beispiel 3:
Das Trapezverfahren

x _ * h X L3

541757 (£330
ergibt fiir die Dgl. y'=iy die Differenzengleichung

* _x H x H «

V5417572 V572 Vin

; = i ( +H) Es ist

Das charakteristische Polynom ist Q(u,H)=(1-z)u-{1+5). =

1+-§

Iullz _—_E <1

2

fiir alle H mit Re H < O3 Sm=m=ses
Von allen A-stabilen linearen k-Schritt-Verfahren hat es den klelnsten

Ersetzungsfehler; zugleich ist es das einzige A(o)-stablle lineare

k-Schritt-Verfahren mit der Ordnung g>k+1l.



Peeioniel A

qat o das charakteristische Polynom

/ n H
Q(U,H):\’l-%)uz-gH u-(145)

D Q(u,4)=0 den Kreis U(W):eiw auf {H:Re H=0, -v3<Im H</3}

iot # leer (Das Verfahren ist schwach stabil).

beispiel 5

*

w1
yj+1'yj+6 (k1+uk2+k3)

_ ¥
ky=h f(xj,yj)
k
_ h 1
kph L0 47,5 )

~ *

creibt e die DEl. y'=iy die Differenzengleichung:

I P S S R 4
};+1—(1+H+§ H+z H-)y}

(%)

{2,
3

Q(u,H)=u-(1+H+%T HE + %T HB)

W

abbildet,

(7.18)



Beispiel 6:

Die implizite_ Gauss-Formel 4. Ordnung

e L ST M

) h 1 1
Kq=h B (5-73), yieg Ky vas (3-2/90k,)
) h « 1
k,=h £(x;+5(34/3), Vit1s <3+2/35k1+% ko)
ergibt fiir die Dgl. y'=Ay:
*

_ox 1
V541755 (kytky)

_ « 1 1
kl-hx(yj+H ki +75 (3—2/?)k2>

_ * 1 1
kz—hx(yj+T§(3+2/3ﬁk1+H k2>

(7.19)

(7.20)

Lost man die Gleichungen (7.20) nach kK, und k, auf, so ergibt

(7.19):
2
1+E+E—
vho= Y omit = 2 12
j+17 MY H1T 2
g -HH-
2 12

das charakteristische Polynom lautet daher:

Q(U,H> = H'U1

Man kann zeigen, daB |u11<1 fur alle H mit Re H<O; dac

daher A-stabil.

Hinweig: H, ist Padé-Approximation von eH’ das gleiche gilt

flr My in (7.17). Zu allen Padé-Approximationen U1(H>

e v o v v
v Ittt

—

vor e’

lassen sich Einschrittverfahren mit Q(U,H):U'U1 angeben.

is

*,



8 8 Einschrittverfahren

Wendet man Satz 3.2. (Seite 23%) mit k=1 auf Einschritt-Verfahren
der Form (1.5) an und berlcksichtigt man dabei auch die friliheren

Ergebnisse iiber Konsistenz (Satz 2.1.) und Stabilitdt (Satz 3.1.),

Sei y Losung der Anfangswertaufgabe (1.1) und

* X S e o . : _ -
yj+1—yj+h¢(xj,yj,h),yo-no, Jj=o(1)m-1

)5

ein Einschrittverfahren zur Approximation von y(xj+1

Xj+1EIh‘ Dieses Verfahren konvergiert, wenn gilt:
1. ¢(x,y;h) ist stetig in 6:={(x,y,h):a<x<b; yeR"; 0<h<h_}
und gentigt dort der Lipschitzbedingung

14 G,y 50)=0 e,y 5300 <Ky, =y ]

2. ¢(x,y;0)=f(x,y)
Wenn auBerdem

3. alle partiellen Ableitungen von f dep Ordnung q (g>1)
stetig sind und

h a-1 .-
b, ¢(x,y;h)=f<x,y)+§T Df(x,y)+...+§T—— D3 e (x,y )4 0 %)

so konvergiert das Verfahren mit der Ordnung g und es gilt
die Fehlerabschétzung:

N _ (x.-a)K
| Hy(xj)-yjHiK e ™d -1)¢c n? j=o(1)m
mlt

Hy(x+h)—y(x)-h¢(x,y(X>;h)HiC nd*1

Es stellt sich nun gdie Frage
Form (1.5) findet.

schnitte.

s Wie man Einschritt-Verfahren der
Hiermit beschidftigen sich die nidchsten Ab-



8.1. Verfahren mit Ableitungen:

Sind alle partiellen Ableitungen von f bis zur Ordnung g stetig
in G, so ergibt sich nach Satz 4.2. sofort ein (konsistentes und
stabiles, daher auch konvergentes) Einschrittverfahren der Ord-

nung q zur Berechnung von Niherungen yg von y(x), xely :

X _ . X . .A ‘k._ L _
Yo g5 yj+1-yj+h ¢(xj,yJ,h) j=o(1)m-1 (8.1)
mit ¢(xj,yj,h) = iio Ty X55¥5). .

Dieses Verfahren mit den Ableitungen le(xj,yj)=Cg§+ﬂgy)lf(xj,yj)

ist allerdings nur dann fiir den praktischen Gebrauch geeignet,
wenn sich die Ausdrlicke le(xj,yj), etwa durch Rekursionsformeln,
leicht berechnen lassen; das ist aber schon bei einfachen Funktio-
nen f nur selten der Falll). Der Vorteil dieses sogenannten

oft stetig differenzierbarer rechter Seite f, eine beliebig hohe

Ordnung q erzielen 1l&Rt.

Beispiele:

1. Fir g=1 ergibt (8.1) wieder das bekannte Euler-Verfahren.

2. Wendet man (8.1) fiir q=2 auf das Anfangswertproblem

v (x)=-xy° (x); y(1)=2,
X 2.3
an, so erhidlt man mit Df=2x"y~ -y
2 25 -8y j=o()m- (8.3)
LI B S 2 (=¥, A= =0(1)m=1
Y5723 yj+1-yj+hyj( X5 +hX;Y 5 =) J

1)

Diese Schwierigkeit wurde in neuerer 7eit durch Entwicklung

spezieller Programmiersprachen zur Behandlung analytischer

Ausdrticke, z.B. FORMAC, liberwunden.
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8.2. Explizite Runge-Kutta-Verfahren:

Die Idee Runges peruht darauf, die komplizierte Berechnung der

Ausdrlicke le(x.,y.) unter Beibehaltung der erstrebten Ordnung d
zu vermeiden, i%dem man le(xj,yj) durch Linearkombinationen von
Funktionswerten f(x,y) ersetzt, genommen an r Zwischenstellen im

Intervall von (Xj’yj) bis (xj+1,yj+1).

Dazu setzt man

r
0,.(y30) = T y; Ky (8.4)

mit k1=f(x,y)
k2=f(x+a2h, y+821k1h)

k3zf<x+a3h, y+831k1h+832k2h) (8.5)

Die Parameter ai(uie[O,ll), B Y. (yizO) werden dann so bestimmt,

XY 3 ij, l
daB fiir alle hinreichend oft stetig differenzierbaren Funktionen

recd(G) gilt:

6, (x,7350)=0(x,y50) = O(nd), (8.6)

*

* . * _ .
yO-no’ YJ+1‘y3+h¢r(styj;h)5 J:O(l)m_l

mit der Ordnung q konvergiert (¢r ist mit f Lipschitz-stetig).

Aus (8.6) erhilt man durch Taylorabgleich ein nichtlineares und

im allgemeinen nicht eindeutig l&sbares Gleichungssystem gzgur Be-

stimmung d . . ,
g der Parameter Qs Bij’ Yi’ daher gibt es flir r>1 unend-

lich viele 9 die (8.6) erfiillen. Es ist tiblich, ein r-stufiges

Butcher stammendes, Parameter-Schema zu charakterisieren:



ay | Boy
a3 831 832
. (8.7)
%p Brl Br2 .......... Br,r—l
Yl Y2 .......... Yr—l Yr

aufweist, heifen explizit, denn fir die Berechnung von k; werden
nur die bekannten Grdfen kl""’ki—l herangezogen. In Abschnitt
8.3. werden wir auch noch implizite RK-Verfahren kennenlernen,

in deren Parameterschema Bij#o mit 1<j auftreten; bei diesen ist

in jedem Rechenschritt zur Berechnung der ki ein nichtlineares

Gleichungssystem zu 1l8sen.

Fiir alle RK~Verfahren gilt:

(8.8)
a, = T .. i=2(D)r. (8.9)

8.2.1. Explizite RK-Formeln mit r=1,2,3 Stufen:

Tn diesem Abschnitt werden Spezialfdlle von expliziten RK-Verfahren
mit r=1,2 und 3 Stufen betrachtet. Dabei werden die Ordnung q
und die Anzahl r der Stufen eines Verfahrens durch ein geordnetes

Zahlenpaar (g,r) angegeben.

1. Die einzige (1,1)-Formel

*_ T v izo(1)m-1.
yo_no, yj+1_yj+hf(XJ ’yJ)’ J

Fur fe®1(G) hat das Verfahren die Ordnung g=1.



2. (2,2)-Formeln:

Fiir r=2 und fe@g(G) ergibt sich:

kl(x,y)=f(X,Y)
k2(x,y):f(x+a2h, y+821k1(x,y)h)
=f(x,y)+a2hfx(x,y)+821hf(x,y)fy(x,y)+5«h2)

Daraus folgt:

e _~_ho _h 2

8 ,=0=Y  T+Y 5 (Frahf +B, hFF )=F-5f Sff +(n%)

Diese Differenz ist von der Ordnung 2 in h, wenn
Y +yom1205 Y0305 Y ,Boq =570
17Y2 > %2727V 2P21727Y

- . e 1 . - 1
Bog=aps Yq=l=5g= 5 Yo 5T

Fir a,30 erh4lt man:
2 2

* _ . S _ 1 x h
Yo T Ngs Yj417Y5+R(1 555) £(x5,55) 45— £lx;+a

[ *
.10
> h,yj+a2hf(xj,yj)) (8.10)

2

Flir jede Wahl des freien Parameters ay erhdlt man ein anderes
(2,2)-Verfahren.

Spezialfille:

" 1 e .
a) Wahlt man oa,=» , so erh&lt man das modifizierte Euler-Verfahren:

nof =
[ LSS

1
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b) Fir a2=% ergibt sich das Verfahren_von_Heun:
21 z2
3 5
I 13
T T

c) SchlieRlich hat man fiir a,=1 das verbesserte Euler-Verfahren:
1|1

|1

2

Dieses Verfahren entspricht im Falle f(x,y)=f(x) der Quadra-

SIS

H ist ihre Stabilitidt fiir
-2.0< H < O

gewdhrleistet.

Beispiel:

Das verbesserte Verfahren von Euler auf
s-xy? (1)=2
vy (x)==xy (x); y

angewandt ergibt:

a__ . . _x_h_ a2 h, X _nx. 822, jzo(1)m-1.
Vomnos ¥54q3¥y ¥ izl (VT
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Iiir h=o.1 und xj:1+o.1j, j=0(1)10 erhdlt man hierfilir die Fehler
eF:yE-y(x-), die in der folgenden Tabelle den Fehlern e, des Al-
gorithmus (8.3) (Seite 57) gegenilibergestellt sind:

XJ eE eA
1.0 0.0000 0.0000
1.1 0.0063 0.0071
1.2 0.0085 0.0096
1.3 0.0089 0.0099
1.4 0.0084 0.0094
1.5 0.0077 0.0096
1.6 0.0069 0.0076
1.7 0.0061 0.0067
1.8 0.0053 0.0059
1.9 0.0047 0.0052
2.0 o.o0041 0.0045

3. (3,3)-Formeln:

Die Herleitung einer allgemeinen (3,3)-Formel erfolgt wieder nach
dem oben angegebenen Prinzip:

Durch Taylorentwicklung der Ordnung 3 ergibt sich fiir fe@B(G)

klrf

2,% 1,2 2
Ko7 0Haf, #8,, 1 Jen (2 " toB oy Ty #5 85, 1 fyy)+0(h3)

2
o
3
k f+h(a f +83 ff +83 ff )+h [27 fxx+a3(831+832)ffxy+%(831+832) f fyy+

sz(azfx+821ffy)f3}b0(h3)

und

-~ 2
_eh h 2 2
¢ f+~2-( £ +fF h (fXX+2f‘ny+f fyy+fyfx+ffy)+6(h3)
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Aus der Bedingung ¢3(x,y;h)—¢(x,y;h)=a(h3)erhélt man dann das
Gleichungssystem:

Y1 + Y2 + YB = 1 (8.11a)
' _ 1
Por Yo ¥ (Bgy + Bgy) V5= 3 (b)
21
Y2 Ba1 Yo t oy (Byy ¥ 855 V5 =3 (¢)
_ 1
@y Bsp Y3 = g (a)
1
1 1 2 1
) “g P tpes Y357 ()
1 .2 1 2 _ 1
2 P21 Yo 3 (Byg By Yy = g (&)
_ 1
821 832 "3 7 7 (h)
Aus (8.11c) und (8.11f) sowie (8.11d) und (8.11R) folgt
unmittelbar (8.9), nimlich
Man hat also insgesamt vier unabhingige Gleichungen fiir sechs
Unbekannte. Je nach Wahl der beiden freien Parameter erhilt
man verschiedene (3,3)-Formeln, z.B. das klassische (3,3)-Ver-
fahren:
h h
ky = £(x,y) 5 ky=f(x+s, y+5 k)
g.12
kB = f(x+h, y-hk,+2hk,) ( )
* .0 ad ¢ L,y
y3+1: V3*g (kl(xj,yj)+uk2(xj,yﬁ)+k3(xJ,yJ))

mit dem Parameter-Schema:

1 1
2 2
1 | -1 2
1 4 1
6 [ [



8.2.2. Das klassische Runge-Kutta-Verfahren:

Fir r=4 ergibt sich zur Bestimmung der Parameter o., Bij’ Y3

aus der Bedingung

¢14(X>Y;h)';(X,Y5h)=0(hu),

(Voraussetzung: fe@“(G)) unter Beriicksichtigung der allgemein

gliltigen Beziehungen (8.9)

829705 5 B31037B3p 5 By Ty By Byz

das folgende nichtlineare Gleichungssystem:

Y1 + Y2 + Y3 + Yu = 1
(12 Y2+0L_5Y3 +OL)4YI4 :%
> > > 1
OL2Y2~|~0,3Y3 +u4Yu = 3
3 3 3 1
u2 Y2 + a3 Y3 + au YM =7
a0y Bay Yy + (ay Byp * ag Byg) Yy = %

1

ay ag By Y3+ (05 Byy +oag Bys) Yy oy =g
> > > 1

ay By Yo 4 (ah By, +oax Byz) Yy V)

1

ay Bzo Byz Yy =34

g=4 von Runge-Kutta; insbesondere ergeben sich die folgenden
wichtigen Spezialfille:

a) Wihlt man als freie Parameter a2=a3=%, so erhilt man das

1 1

D 2

1 1

> O el

1 0 0 1
1 1 1 1
& 3 3 B

(8.13)

(8.14)
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Fiir f(x,y)zf(x) geht dieses Verfahren liber in die Quadraturformel
von Simpson.

wertsatz
h h h h h ~
kB(x,y)—kz(x,y)=f(x+§,y+§ k2)—f(x+g,y+§ k1)=§ fy(x+%,y) (k2'k1)’

mit einem Zwischenwert y. Daher kann hier die Schrittweite nach

ks - kg
ky = kg

~ 0.05

kontrolliert werden.

Der reelle Stabilititsbereich des klassischen Runge-Kutta-Ver-

fahrens liegt etwa beil

- 2.785 < H < 0.

b) Bei der Wahl a, = % s oz = % erhidlt man das Verfahren_von

111
3 3
2 | .1 (8.15)
3|73 7
1 1 -1 1
1 3 3 1
8 g 8 B
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b) Flr aq:aszé ergibt sich das Verfahren_von Gill

1 1
P 2
% (/3-1)/2 (2-V2)/2 (8.16)
1 0 -V2/?2 1+/2/2
: (2-V/2)/6  (2+/2)/6 %

G111 widhlte die Parameter so, daR die Anzahl der pro Rechenschritt
zu speichernden Werte und damit der Rundungsfehler minimiert wird.

Die beiden letztgenannten (4,4)-RK-Verfahren haben etwa denselben

- —— - — e . mm e S ok - -

Beispiel:
Es soll das klassische (4,4)-RK-Verfahren auf ein Differential-

gleichungssystem mit drei Gleichungen angewandt werden. Das An-
fangswertproblem lautet ausgeschrieben:

1
(y)l = ¢ (X,yl,y2,y3> 5 yi(a) = ni
2
SADNEE f2<x,y1,y2,y3) R yz(a) = n§
N '
(y")~ = f3<x,y1,y2,y3) ; yo(a) = ng

Dann sind die ki, 1<i<b, ebenfalls drei-dimensionale Vektoren,

und die 4 Stufen des j-ten Rechenschritts (am j-ten Gitterpunkt)
bestehen aus der Berechnung von:

crty ol 02 3y e 11 2
KOOy S e s,y ey, o5, y3=y; ;

1’
= 1.2 03y an h 1 _1.h
k=T (x,y", £ =v. - 1 2 2h.,2 3 h
3 yl y2’y3> W Vg s Yy G, =y§ 2 3 5
K =f(x,y°, i X=x. 1.1 1 2.2 2
Y Y737,y7) flr x=x.+h, y =y3+h k i, yozyden k2

J 3) y :yj j 3

_ 1.2 3 . h 1_.1h . 1
K —f(X, sV flir x=x. = 2..2,h 2 3..3.h 3
2 Yu¥ sy7) XEK s, Y Vits Kys Vit Ky, ¥ ity kg s

Der neue Vekto * i i i
r yJ+1 am Gitterpunkt xj+1 ergibt sich dann als

*
J+

s SE
177 o \jx

Y
L,y ) +2k (X-, * & X
J 79 2 73 yJ>+2k3(xjSyj)+kg<xj’y3§)):y‘3+%s(xj:yJ'>
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Dieser Rechenablauf ist in dem folgenden Schema nochmals zu-

sammengefalt:
1 2 1
% y y y3 F=(x,y) fz(x,y) fB(X,y)
1 2 3 1 2 3
X, . . ;
h 1.h 1 2,h 2 3.0 3 1 2 3
h 1.h 1 2.h 2 3.h 3 1 2 3
XJ.+2 yj+2k2 yJ.+2k2 yj+§k2 21{3 2k3 2k3
1 1 2 2 3 3 1 2 3
X.+h .+hk .thk s +hk k
j V3T i yireks of Ky .l , K
st 52 57
1 _.1h 1 2 _.2.h 2 3 _.3h3
Xj+1 yj+1-yj+-6-s yj+1-yj+-6$ yj+1_yj+_6-s
8.2.3. Runge-Kutta-Formeln h&herer Ordnung (g25)
In den bisher betrachteten Fillen war es stets mdglich, Formeln
der Ordnung g zu konstruieren, die mit r=q Stufen auskamen, d.h.
mit g Berechnungen von f(x,y) pro Rechenschritt. Dies_ist_ fir
3>5 nicht mehr méglich! Butcherl) zeigt, daB kein RK-Verfahren
der Ordnung q=5 mit r=5 Stufen existiert.
Spezielle wichtige RK-Verfahren mit g>5, r>6 sind:
I. (5,6)-Formeln:
Nystrém-Formel:
11
3 5
2 | & 6
5 25 25
; 1 _12 15 (8.17)
T L T
2 6 90 _50 8
3 |81 B1 81 81
4| 6 36 10 &8 g
5 75 75 75 75
125
23 125 _ 81 125
55 © 192 O TTor 192
52 al. Math.
1SButcher,J'C': Oon RK-Processes of High Order, J. Austra a

Soc. 4 (1964)



Luther-Formel:

- —————— -

1 1

1l 2 3

%%—2-5%"6%’ (8.18)
L o L 22 12 32
90 90 90 90 90

Quadratur von f mit finf Stiitzstellen.

Butcher-Formel:

- - — ————— - —— o—

1 1
T| 1
1 1 1
T| B 3B
1 1 1
5 0 5 1 (89)
30003 9
T, ° 0 417
17 3 12 12 8
7T 7 7 T %
g0 2 o2 2 1
50 50 30 90 3o

Auch dieses Verfahren entspricht im Falle f(x,y)zf(x) einer

Newton-Cotes—Quadratur mit finf Stitzstellen. Es hat - nach dem

Verfahren (8.23) von Lawson - den zweitgrdRten reellen Stabili-
tdtsbereich der hier vorgestellten Verfahren

» ndmlich

- 3.2 < H <0



Luther-Formel:

4 4
1 11
21 9 u
5 50 50
1 1
1 0 -1E —% (8.20)
6-v/6 | 81+9/6 o 255-55/6  24-14/F
10 600 600 600
6+V6 | 81-9/6 0 255+55y6  24+14/6 0
10 600 600 600
4 16+/6 16-v6

Dieses Verfahren entspricht, im Unterschied zur Luther-Formel
ist numerisch glinstig, da es aufgrund der vielen zu Null ver-
schwindenden Parameter Bi. weniger Speicherplatz als andere

J
Verfahren braucht.

1 1
2 2
1 1 1
| T T
1 0 -1 2 (8.21)
2 710 4 1
3 | 27 27 27
2 28 125 546 54 378
10 | %25 7625 625 GB25 625
14 35 162 125
356 O C 33 33 336



Fehlberg-Formel:

1 1
[ [
4 4 16
15 75 75
2 5 _§_ _5_ (8.22)
3 [ 3 2
4 8§ 14Xk " 16
5 -5 725 25
361 18 bo7 11 55
Y1 3»® 5 128 T8 128
31 o 25 9 125 5
8 7816 32 768 66
Lawson-Formel:
1 1
? 2
1 3 1
T {16 16
1 1 8.23)
5 0 0 5 ( >
3 0 -2 6 9
T 1% 16 16
1 14 6 12 8
7 7 7 7 T
T o 22 12 32 7
g0 0 90 90 90

Dieses explizite (5,6)-RK-Verfahren von Lawson ergibt fiir £(x,y)zf(x)

wieder eine Newton-Cotes-Quadraturformel mit fiinf Stiitzstellen.

Von allen betrachteten Verfahren hat es den grobten reellen Stabi-

- 5.7 < H < 0.



II. (6,7)-Formeln:

Diese und hbherstufige Runge-Kutta-Verfahren sind wegen der

hohen Rechenzeiten, die sie bendtigen, fiir die Praxis weniger

der Ordnung =6 mit r=7 Stufen angegeben werden:

1 1
3 3
2 2
3] 9 3
1+ 1 i _1
3| 12 3 172
1/_1 9 _3 _3 )
PR g 15 g (8.24)
1 9 3 3 1
2 ° 8 % T 3

9 9 63 18 o 16
R v e & R 1T

11 27 27 4 b 11

20 © 5 To 15 15 130

8.3. Implizite Runge-Kutta-Verfahren

Die allgemeine Form der r-stufigen RK-Verfahren ergibt sich aus

dem Ansatz

r
DR 5oveks (x.,9% j=o(1)m-1 (8.25)
Yi4q9 = ¥3 * D 2 YiKi (x55573),
r
. iz1(1)r. (8.26)
k;(x,y) = f{xta;h, y+h j§1 eiij), i=1(1)r

Bei dem im letzten Abschnitt betrachteten expliziten
galt: B.. = 0, 1 < j. Im folgenden werden 1mplizite
ij --

behandelt, fiir die es Bij#o mit i<j gibt, SERLZITR==222
.. L i enigstens e1in 1.
Verfahren mit Bij:O fiir i<j, aber Bii#o flir wenig
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L1 —— - - ——— ———

hdhere Ordnung als bei expliziten Verfahren zu erzielen. In der
Tat hat Butcheri) gezeigt, dak es zu jedem r ein r-stufiges im-
plizites RK-Verfahren der Ordnung g=2r gibt. Explizite, implizite
und semi-implizite Verfahren lassen sich durch folgendes Schema

beschreiben:
RK-Verfahren | Anzahl der frei Erlduterungen
wdhlb. Parameter
explizit r(r+l) ki berechnet sich nur aus kl”"’ki-ﬂ
2 Summation in (8.26) nur bis i-1;
Bij:O flr i<j
semi-implizit r(g+3) ki berechnet sich aus kl""’ki’
Summation in (8.26) bis i;
Bij=0 fir i<J
implizit r(r+l) ki berechnet sich aus ki""’kr’
! Summation in (8.26) bis rj keine

jBeschrénkungen der Bij‘

Im Spezialfall f(x,y)zf(x) entspricht das implizite RK-Verfahren

X

* »* J+1
. =y, +f f(x)dx=:v%+T 8.27)
Vier = REARTE (8.
%3
-t r
mil I. =h ¢ . f(x.+0.h).
J i=1 Y1 ( J o5 )
1)

Butcher,J.C.: Implieit RK-Processes, Math. Comp. 18 (1964)
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Offensichtlich gehdrt zu jedem Runge-Kutta-Verfahren eine Quadra-
turformel, charakterisiert durch die Y; und a, . In den folgenden

Abschnitten wird in Stichworten gezeigt werden, wie man diese

expliziten RK-Verfahren, in der Methode der Taylorentwicklung
bis zur erstrebten Ordrnung g und anschlieBenden Koeffizientenver-

gleich.

8.3.1. Gauss-Formeln

__________ 1) wie-

folgt aus den Gauss-Quadratur-Formeln gewinnen:

- Die ey, i=1(1)r, werden als Wurzeln von Pr(2a—1) gewdhlt, wo-

bei Pr das Legendre-Polynom vom Grad r ist.

- Die B.., i,j=1(1)r, sind Ldsung des Gleichungssystems

ij

: k-1 _ 1,k i=1(1)r; k=1(1)r
I Big oy TR ;

J=1

- Die Yj’ j=1(1)r, werden aus dem Gleichungssystem

r

oy, o121 k=1(1)r

29 J Kk

J-

bestimmt.

: . d .>0
Fiir die so berechneten Parameterwerte gilt: aie(O,l) una 'y 5

1)Butcher,J.C.: Implicit R.K. Processes, Math. Comp. 18 (1964)



- 84 -

ihre cha¥%kteris§ische Wurzel ul(H) ist eine (r,r)-Padé-Appro-

ximation von e

Spezialfdlle:
1 1
a) 31 3
implizite (2,1)-Gauss-Formel (8.28)
1
b)  (3-v3)/6 T} (3-2/3)/12
(3+/3)/6 | (3+2/3)/12 % implizite (4,2)-Gauss~ (8.29)
Formel
1 1
2 2
¢) (5-v15)/10 3% (10-3/T5)/45 (25-6/15)/180
1 —
: (10+3/15)/ 72 % (10-3/T5)/72 (8.30)
(5+/T5)/10 | (25+46/T5)/180 (10+3/T5)/45 =
2 4 5
18 g 18

implizite (6,3)~Gauss-Formel

) : ' P_(H)
d.h. (H st jeni i i r
Mg )y i diejenige rationale Funktion @;TﬁT , deren Taylor-

entwicklung in H=0 mit der Entwicklung von eH
stimmt,

am besten lberein-
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8.%2.2. Radau- und Lobatto-Formeln

Weitere implizite RK-Verfahren ergeben sich, wenn man anstelle
1
von Gauss-Formeln von Quadraturformeln nach Radau und Lobatto

ausgeht. Als Spezialfdlle seien die folgenden Verfahren genannt:

= W
e

0 (8.31a/b)

wino O
W o

SN ol O
BN
=

0 0 0 0
(6-vB)/10 | (9+v/B)/75 ( 24+ VB)/120 (168~73V/6)/600
(6+/8)/10 | (9-v/B)/75 (168+73/B)/600 (24-v6)/120 (8.32a)

(16+/6) /36 (16-V/6)/36

Nel e

(4-yBYy/10 | (24-vB)/120 (24-11/6)/120
(4+/6)/10 | (2u+11/6)/120 (24+/8)/120
1 (6-/6)/12 (6+/6)/12

(8.32b)

o O O

\Of

(16-v6)/36 (16+/6)/36

(8.33)

= O
O

nof -
SITEN

D) s. Fupnote 2, Seite 73
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- —— - ———— -
—— - -~
————— — — —

0 0 0 0

1 1 1

A 0

1 0 1 0
1 2 1
4 3 6

- = - e e -

0 0 0 0
(5-/5)/10 | (5+/5)/60 z (15-7/5)/60 0
(5+/5)/10 | (5-v5)/60 (15+7/5)/60 z 0

1 2 (5-/5)/12  (5+/5)/12 0O

1 5 5 1
2 T3 15 15
£) Die_implizite_(8,5)-Lobatto-Formel:

0 0 0 0 0 0
(1-/Z1)/1% |1 3 (13-3/21)/63 (1= 3/31)/126 0O

1 Bl 5 R —n1 S5

5 3 (91+21/21)/576 ™ (91-21/21)/576  ©
(7T+/21)/ 14 T% (144 3/21)/126  (13+3/21)/63 %- 0

1 2 I
1 0 18 5 18 0
1 ko 16 9 1
20 180 45 180 20

(8.34)

(8.35)

(8.36)

Alle diese Formeln haben einen beschrinkten Stabllitdtsbereich;

die Hauptwurze1‘p1<H) jedes dieser Verfahren ist eine Padé-

Approximation Pm(H)/Qn(H) von e% mit m{n; z.B. haben die Verfahren
(8.31a/c) die Hauptwurzel:

2 1 .2
Ul(H): 1+—3- H“'B- H
1
1-=
3H
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flir das Verfahren (8.34) gilt:

3 ..1 .2 1.3
ul(H) - 1+‘q‘ H+E H +§E H
1
1 - T H

8.4. Semi-implizite Runge-Kutta-Verfahren

Die in diesem Abschnitt behandelten semi-impliziten RK-Verfahren
3)

wurden von Rosenbrock2) eingefihrt und von Haines verfeinert.
0.B.d.A. werde in diesem Paragraphen angenommen, daR die rechte
Seite der zu behandelnden Dgl. nur implizit Uber y von x ab-

h&dngt; es sei also
y'(x)=f(y(x)), =xe[a,b],
y(a)=ng

1)

das zu l8sende Anfangswertproblem

1)Es kann nimlich jedes Anfangswertproblem mit explizit von Xx
abhéngiger rechter Seite f durch Vermehrung der Gleichungen
(d.h. Anheben der Dimension des Problems) auf die oben ange-

gebene Form gebracht werden. Beispielsweise ist das skalare
Anfangswertproblem

y'=f(x,y) 5 y(a)ng,

mit dem zwei-dimensionalen Problem

1

yi=1 s yl(a)=a

yh=f(y 55505 vp(a)ing.

dquivalent.
2)Rosenbrock,H.H.: Some General Imp
Solution of Differential Equations,
Processes with Error Estimation
ution of Differential Equations

licit Processes for the Numerical
Comput. J. 5 (1963)

3)Haines,C.F.: Implicit Integration

of the Numerical Sol

Comput. J. 12 (1969)
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RK-Methoden, bel denen zur Berechnung von ki, i=1(1)r, keine
Iteration notig ist, da aufgrund der einfachen Gestalt der
Bestimmungsgleichungen leicht nach ki aufgeldst werden kann.

Dies soll fiir den PFall von r=3 Stufen kurz skizziert werden:

X . X X * jzo( - .
yj+1_yj+h(Y1k1(yj>+Y2k2(yj)+Y3k3(yJ)) J=o{1)m=-1 (8.37)
wobei
_ . * x
kl—kl(yj)—f(yj)+811J(yj)k1

_ ¥y _ oy K #
kz—kz(yj)-1(yj+821hk1)+B22J(yj+y21hk1)k2 (8.38)

- « _ ’hl #
k3—k3(yj)-f(}j+831hk1+832hk2)+833J(yj+y31hk1+y32hk2)k3

Dabei ist J(y)=fy(y), die Jakobi-Matrix von f und die Parameter
Yo Bij’ Yij werden wieder durch die Methode der Taylorentwicklung
bis zu gewlinschten Ordnung g bestimmt. Man erhilt:

k=18, 3G 0 ()

- * -1
Ko7 (T=Bapd (¥5+Y,1hk )) (v 48, hky ) (8.39)
R o ; -1
k= (1 BBBJ(Jj+Y31hk1+Y32nk2)) f(y3+831hk1+832hk2)

Als Spezialfille dieser semi-impliziten RK-Formeln seien die
folgenden Verfahren angegeben:

B,,=14V8/6; Y4=-0.41315432
Bop=1-vB/65  y,= 1.413154%2, (8.40)
B217Y217 (-6-/B+/5B+207E) /(6+2/6) = 0. 17378667 . . |

b) Die_semi-im

-_- e il R A R N e

(8.41)
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_1. - ) p)
811— > 822'15 833'15 844:3 H
- . —1o - 2
B21715 39735 Byq7ggs
=1 21, 1. .95,
Yoq i Y317%5 B3o735 Byotggs (8.42)
-1, -_2, - _ _
Y32"'2', 8”3‘9_9'3Y)41"'Y42‘Yq3' 3
219 __ 43 _28 _ 11
Yl_ g3 Y2' 183 Y}‘_g',' YL“"“B"
d) Die_semi-implizite (3,2) Calahan-Formel:
B117B5,=0.788675134; y,,=0 (8.43)
B54=-1.15470054; y1=% 3 Y2=%

8.5. Bemerkungen zur praktischen Anwendung der RK-Verfahren

Die Leistungsfihigkeit eines Verfahrens hingt weitgehend vom
2u 18senden Differentialgleichungsproblem ab; daher sind Aus-
Sagen darliber, welches Verfahren "das beste" ist, beim gegen-

wdrtigen Stand der Theorie nicht mdglich und auch in Zukunft

wohl nicht zu erwarten. Bei der Auswahl eines Verfahrens kann

man sich daher nur auf recht allgemeine Kriterien wie Ordnung,

Stabilit4tsbereich, Rechenaufwand etc. stiitzen, sowie auf Er-

fahrungen, die mit den einzelnen Verfahren gemacht wurden. In

den letzten Jahren wurden ausfiihrliche Untersuchungen zur Praxis
von Integrationsmethoden angestellt. Zu erwdhnen ist insbesondige
das an der Universitdt von Toronto entwickelte Programm DETEST™’,

welches einen ausgewogenen Vergleich numerischer Verfahren zur
2)

L8sung von Anfangswertproblemen erméglicht™’.

1)HALL, ENRIGHT, HULL, SEDGWICK: Detest: A'Program for Comparing
Numerical Methods for Ordinary Differential Eugatlons,
Technical Report No. 60, Univ. of Toronto, Dec. 73.

HULL: Test Results on Initial Value Methods

2)
Technical Report

ENRIGHT, BEDET, FARKAS, : :
for Non-stiff Ordinary Differential Equations,

No. 68, Univ. of Toronto, Mav T4.
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sam, statt der behandelten allgemeinen Verfahren, spezielle

Methoden zu verwenden. Auch hierilber sind zahlreiche Verdffent-

lichungen erschienen, und die Theorie der numerischen Behand-

lung von Differentialgleichungen entwickelt sich zunehmend in

diese Richtung.

Die folgenden allgemeinen Bemerkungen kdnnen bei der Auswahl eines

RK-Verfahrens hilfreich sein:

Alle expliziten RK-Verfahren haben einen endlichen Stabili-

titsbereich H, der mit der Ordnung wichst.

Die Stabilitétsbereiche impliziter RK-Verfahren sind i. allg.

groper als die expliziter Methoden.

Insbesondere sind die impliziten Gauss-Formeln (Abschnitt
8.3.1.) und die semi-impliziten Verfahren des Abschnitts 8.4.
A-stabil; ihre Schrittweite h kann daher ausschlieR®lich mit
Blick auf die Genauigkeitsanforderungen gewihlt werden, was
fiir stiff-Systeme von Bedeutung ist. Ihre Anwendung auf

andere Probleme erscheint wegen des hohen Rechenaufwands
nicht sinnvoll.

Verfahren hbherer Ordnung sind deutlich genauer als solche
niederer Ordnung, solange der Ersetzungsfehler dominiert;
bel kleiner Schrittweite h ist jedoch der Rundungsfehler
grofer als der Ersetzungsfehler,und die Genauigkeitsunter-

schiede von Verfahren verschiedener Ordnung verwischen sich.

Das Rechnen mit doppelter Genauigkeit vermindert den Einflu®

der Rundungsfehler und erfordert nur etwa 35% mehr Rechenzeit
als einfache Genauigkeit.

Explizite RK-Verfahren ger Ordnung 5 sind besser als die

Verfahren der Ordnung 3 ungd 4, was das Verhiltnis Genaulg-
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keit zu Rechenaufwand betrifft. Insbesondere bendtigt das
Verfahren (8.19) von Butcher die geringste Rechenzeit und
hat den zweitgrdften reellen Stabilitidtsbereich der vorge-
stellten Verfahren mit der Ordnung 5. Das Verfahren (8.23)
von Lawson hat den groéften reellen Stabilit&dtsbereich beil
vergleichbarem Rechenaufwand. Das Verfahren (8.24) von

Butcher mit der Ordnung 6 ist vergleichsweise aufwendiger.

Die impliziten Radau-Formeln (8.32a/b) ergeben i.allg. etwa
dieselbe Genauigkeit wie die expliziten RK-Verfahren der
Ordnung 5. Da sie nur 3 Stufen haben, bendtigen sie pro Rechen-
schritt weniger Funktionsauswertungen. Dieser Vorteil wird
jedoch durch die erforderliche Iteration zur Berechnung der

ki gemindert.

Im Vergleich zu den - im folgenden Paragraphen diskutierten -
Mehrschrittverfahren haben die RK-Formeln den Vorzug, keine
Startprozedur zu erfordern (d.h. sie sind selbststartend)

und den Nachteil, daBR sie pro Rechenschritt mehr Funktions-

auswertungen bendtigen, was zu lidngeren Rechenzeiten filhrt.
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§ 9 Lineare Mehrschrittverfahren

Wendet man Satz 3.2. (Seite 23) auf lineare k-Schritt-Verfahren
(1.6) an und berilicksichtigt man dabei die frilheren Ergebnisse lber
Konsistenz (Satz 2.2.) und Stabilitdt (Satz 3.1.), so erhilt man

B e I e i el e

Satz 9.1,
Sei y L&sung der Differentialgleichung (1.1), L die Lipschitz-
konstante in (1.2) und
> , # x_ -
Y ekt Ok-1Y Jem1t e OO 5 h(ka§+k+Bk-1f§+k—1+'"+Bof3) 0 (9.1)
J=o(1)m-k

mit y%=n.; j=o(1)k-1; a,=1; f3=f(xj,y3); h|g, |L<1

J
ein k-Schritt-Verfahren zur Approximation von y(xj), xjeIh.
Bezeichnen p(u) und o(n) die erzeugenden Polynome (2.12),

so ist das Verfahren konvergent, wenn

1. p(1)=0; p'(1)=0(1)
2. keine Nullstelle von p(yu) betragsmifig groRer ist als 1,

3. alle Nullstellen von p(p) mit dem Betrag 1 einfach sind.
Ist auRerdem

L. oyec?* a7, o1

5. RLPRERPELMELF cq+1#o (Cj gemdR (2.10))

6. Iy x)ensll= ), j=o(1)k-1

so hat das Verfahren die Konvergenzordnung q und es gilt die
Fehlerabschitzung:

u(x.-a)
_. R De
“y(xj+k) V5ol s oy Z(1+hK1) max ||y (x;)-ns || +
2 0<i<k-1

. (qe1) (9.2)
+(x.. .~a)h q+
jH178 XE?Z},Cb] lle 41y (x) H§
) . k-1
mit K =L I ]Bj], K, =L

j=o kl’ j=0(1)m-k

Di‘lAaﬂl) flir alle jeN, u= DL

1~-hL Bk .

J

. lle

™M N

In den nachfolgenden Abschnitten werden lineare k-Schritt-Verfahren
1ergeleitet.

Daus p(1)=0 folgt HAjﬂii



9.1, Klassische explizite Mehrschrittverfahren

Der klassische Weg zur Gewinnung stabiler Mehrschrittverfahren
beliebiger Ordnung besteht darin, y'(x)=f(x,y(x)) durch Integra-
tion auf ein Quadraturproblem gzurlickzufiihren
§j+1
y(xj+1):y(xj-r+1)+ J F(x,y(x)) dx; reN; r<k (9.3)
j-r+1

und das Integral fiir j=k-1(1)m-1 mit den offenen oder geschlossenen

1
Quadraturformeln von Newton-Cotes ) auszuwerten.

Flir verschiedene r5k2) erhilt man so eine Vielzahl von k-3chritt-

Verfahren, von denen insbesondere die expliziten Mehrschrittver-

werden. Alle diese Verfahren sind stabil, denn ihr charakteristisches

Polynom p(u):uk—uk‘r epfiillt das Wurzelkriterium (vgl. S. 29).

1)Zur' Erinnerung: Im Falle offener Newton-Cotes-Formeln wird
f(x,y(x)) ersetzt durch das Interpolationspolynom an den Stellen
k-1 X-X. _
. L,=U\y L R | d bei
X3,1=j-k+1(1)J3 Pk—l(x>: léo (=1)7C v fj, us 4 un

geschlossenen Formeln durch das Interpolationspolynom an gfi
i+1

L,=U\ L 1=
('1) ( Q’)V fj+1:u‘ h

Stellen x;, 1=j-k+1(1)j+1:P ()= T

. . s fahrens.
E)Fﬁr r>k wire r und nicht k die Schrittzahl des Ver



aus, und bezeichnen wir die sc gewonnenen (mit einem Quadratur-

fehler behafteten) Nidherungswerte von y(xj) wieder mit y? sowie

f(x-,y*(xj)) mit f}, so erhalten wir die folgende Klasse expli-
J

ziter Mehrschrittverfahren:

k-1 r
NN roo* (=)t mit et (p):=(-1)% 5 (M) au (9.4)
Yj+1‘YJ_r+1+h 4=0 L J L 1 L

Aus Satz 9.1. folgt die Konvergenz dieser Verfahren flir beliebige
natirliche Zahlen k und r<k; in der Praxis wird r=1 oder r=2

gewdhlt.

9.1.1. Die Verfahren von Adams-Bashforth

. - ——— -y - - S . e = n G R R N G e e e e e et

P, * 1o+, 5 & 33 %
Vi1 yj+h(fj+2ij+12V2fj+8v fJ.+720

251v“f3+...+c*_ (o) ™ 1%y, (9.5)

sie haben die Ordnung kl).

Diese Verfahren kénnen in der Form (9.5) programmiert werden, viel-
fach ist es jedoch zweckmiBig, sie auf die Form (9.1) umzurechnen.
Fiir die Koeffizienten ai,Bi erhdlt man die folgenden Werte:

ap =l ap _4=-1; a.=o fir i=o(1)k-2; B, =0 und

k Bl-1 Br-2 Bz By Br-s  Br-s
1 1

2 3/2 -1/

3 23/12 -16/ 5/

I 55/24 -59/ 37/ -9/

5 1901/720 -2774/ 2616/ -1274/ 251/

6 [ H4277/1440  -7923/ 9982/  -7298;, 2877, -475/

(Alle Zahlen einer Zeile haben denselben Nenner)

Ds. FuBnote Seite 24
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9.1.2. Die Verfahren von Nystrdm

M- #1208 105 x 29 -1
V4115 (23 P2 et By fj+...+c*k_1(1)\7k £%) (9 .6a)

Sie haben die Ordnung k. Flr k=2 erhilt man insbesondere die

midpoint-rule (vgl. (1.7)) mit der Ordnung 2:

» _ * * .

yj+1 - yj_l + th,j ; J—l(l) m-l (9,6b)
Umrechnung auf die Form (9.1) ergibt die folgenden Koeffizienten:

@ =15 o _,=0; A _o7"1; as=o flir izo(1)k-3; B,=0 sowie

k Be-1  PByop k-3  Py-y k-5
2 2 0

3 7/73 -2/ 1/

y 8/3 -5/ Iy ~1/

5 269/90 -266/ 294/ =146/ 29/

9.2. Klassische implizite Mehrschrittverfahren

formeln ("Korrektoren") der Form:

Kk r
L ok - - 2 u .
R PR A x L r)=(-1)" / (3) du; (9.7)
Y5417Y5 14t gfo gy (r) Vfs ag (r) G

Nach Satz 9.1. konvergieren diese Formeln fiilr beliebige natiirliche

1)

Zahlen k und r<k;

)siehe FuBnote 2 auf Seite 93
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Lo iehnes ¢, die Jumme aller Terme, die nicht wvon y}+1 abhidngen,
23 .
und berficksichtizgt man die Relatlon:

(r) = C%(P—l),

so geht (9.7) Uber in

y} 17he) (r-1)f(x (9.8)

J+1’yJ+1) * gj
Tiese Glelchung fUr y?+1 wird in jedem Rechenschritt J,

Jrx=1(1)m-1, durch Iteration geldst:

k(l+ ) k(l> . 2
V541 -hc (r-1)f(x. +1,yJ+1 )+gj, i=o(1)s

wobe L y?ii) mit einem Priadiktor (z.B. (9.4)),
berechnet wird. Die Iteration konvergiert nach dem Fixpunktsatz,

wenn gllt: ihc%(r—i)%‘<1, wobei L die Lipschitzkxonstante von f(x,y)
ist. Diese Bedingung ergab sich bereits friher und ist stets er-

fiillbar, wenn h genligend klein gewdhlt wird.

3.2.1. Die Verfahren von Adams-Moulton und Milne-Simpson

- - - — - - —— —— —— ——

! o¥ 3ok 19 4«
g T2V T ‘Ev L5007 7207 Tyentee J'ak(l)7 J+1)

n der Form (9.1) hat es die Koeffigzienten: ap =150 471504 =0 fir
i=o(1)k=-2 und

K By Bre-1 Brao Br-3 Bt By_s
1 | 1/2 1/

2 5/12 8/ 1/

3 /24 19/ -5/ 1/

5 12517720 646/  -26L/ 106/ -19/

5L L475/1440 1427/ -798/ 482/ ~17%/ 27/

1)

Man beachte, daf aus (9.8) folgt: Bkzci(r"l)
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Flir r=2, k>2 ergibt (9.7) die Verfahren von Milne-Simpson:

-l'
V2fJ+1“9‘_\7 o1 w7L; '+a§(2>ka5+1> (9.10)

Lk
y"'._{_l-y‘j 1+h(2f1 +1 J+1

J
die fiUr k#2 die Ordnung (k+1) haben.

Flir k=2 erhdlt man das Verfahren (1.9) mit der Ordnung 4 (vgl.
Seite 6).

Anmerkung:
Die Darstellung aller dieser Verfahren mit Newtonschen Differenzen
hat programmiertechnisch den Vorteil, daf man sehr einfach zu Ver-

fahren hjherer oder niedrigerer Ordnung Uberwechseln kann.

9.3. Allgemeine lineare Mehrschrittverfahren

Man gewinnt stabile lineare Mehrschrittverfahren beliebig hoher
Konsistenzordnung g, indem man k geniligend groB w&hlt und die Para-

meter aj und Bj so bestimmt, daR gilt:
1. cy=o0 (i=o0(1)q) und CQ+1#O (c; siehe (2.10), Seite 11)

aiul erfillien das Wurzelkriterium

© (Seite 29).

2. die Nullstellen von p(u):.
i

TR~

Nach Satz 3.3. muB dabei k+1>q oder k+2>q gewdhlt werden, bei ex-
pliziten Formeln sogar k>q. Diese Art der Berechnung von Mehr-

schrittverfahren ist milhsam; es soll daher noch eine andere Mog-
lichkeit betrachtet werden.

Ein konvergentes k-Schrittverfahren der

Aus Satz 9.1, folgt:
vom Grad o<n<g wenn die Start-

werte exakt gewdhlt werden. Wir betrachten speziell die Polynome

X
t )
P (x) = 13 P (x)= Of (o404t n=1(1)q
Wegen Ph(ﬂ):o fir 2=o(1)n-2 und P!(n-1)=1

ergibt das Verfahren (9.1) mit h=1 und j=o, angewandt auf die Foly-

nome Pn(x) (n=o0(1)k+2) die Gleichungen:



2 3 = -t
n=k+ 2 O.]. PK+2(J) 0 (9 1)
j=1
I ]
nzk+1 : I o Pk+1(3) = By
J=1
K
n=k .71 a, PL(§) = B Pplk) + By
J=
a » Y - [y - L) - [ 4 (9.12)
k
n=? R s P2<j) = B Pé(k) + + B Pé(E) + B4
J=1
k 1
- > - 1
n=1 ‘21 o P, (3) B PI(k) + + By PI(1) + By
J=
K
n=o T o. = 0 (9.13)
j=o J

)

die o5 SO gewdhlt werden, daR (9.13) und das Wurzelkriterium er-

Man erhilt beliebig viele stabile Verfahren der Ordnunél k+1, wenn

werden.
Stabile Verfahren der (optimalen) Ordnung k+2 ergeben sich, wenn
auferdem noch Gleichung (9.11) erfiillt werden kann. Nach Satz 3.3.

7
-
g
pt
-
[N
—
=<
~
1]
b
v
nO
—
>
g
"
NO]
g

N

2
o) = 5 (2x=3)5 Py(x) = 55 (x-2)2

tH

Dann lautet (9.11): 5% a; =0
Mit a,=1 ergidt (9.13) o =-1 und (9.12): Bgz% 5 81:% H BO=%
Wir erhalten damit

w - Y - E * * %

yJ+2 yj 3 (fj+2 ij+1 * fj)

)

Fulnote Seite 24



Das ist das 2-Schrittverfahren (1.9) von Milne-Simpson, von dem
wir bereits wissen (siehe S. 6), daR es die Ordnung 4 hat. Zu-

fahren_der Ordnung 4 ist.

Auf dieselbe Weise lassen sich auch Verfahren optimaler Ordnung
mit nichtédquidistantem Punktegitter konstruieren, die u.a. zur

9.4, Instabile lineare Mehrschrittverfahren der Ordnung 2k-1

Lineare k-Schritt-Verfahren der Form (9.1) mit der Ordnung g>k+2
sind nach Satz 3.3. notwendig instabil. Nun wurde bereits im Ab-

vom Typ (9.1) zu betrachten.

NaturgemiB interessieren insbesondere Verfahren maximaler Kon-
sistenzordnung, fiir die aus den Betrachtungen des vorigen Ab-

schnitts folgt:

Satz 9.2.

k-Schritt-Verfahren (9.1) der Konsistenzordnung 2k, so-
wie eine einparametrige Schar impliziter k-Schritt-Ver-

fahren der Konsistenzordnung (2k-1).

1)wenn o.B.d.A. akzl gewdhlt wird
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Diese Verfahren lassen sich mit der Methode des vorigen Ab-
schnitts verhdltnismiBig einfach berechnen; fir k=2 (1)6

1 ..
ergeben sich so die folgenden ) Parametrisierungen von Verfahren

der Ordnung (2k-1):

L—{:Z; a£>:—5a2+1282 5 80:20C2_582 (a)
aj: )4'\12-1282 3 81:MQ2_882
=7 a =-100,+338, ; B,= 3a,-108
LR O 3 | 3 0 2 3 (b)
0'1:_ 9a3+2483 5 81-‘-180L5-5783
5= 18a5-5783 ; 82: 9a3—2M83
_K.i O.O:('lulaq*'SSOBu)/g BO:(12QL‘~ u?Bu)/B
@2: 36@&'15084 82: 720'“_ 26)48”
G = (38Quu~13608u)/9 BBZ(USQM‘ 152Bu)/3
(9.14)
k=5 a7 (= T86ag+ 34258.)/36 B = (30a.- 1318.)/6
0 5 5 0 5 5
a1=(—1725a5+ 759085)/9 812 (300&5—129585)/3
W,z - 1OO(XC+ 39085 82: 3000’-5—127035 (a)
dgz( DJOOa ~ 89903 }/9 83=(1800u5—732085)/9
a,=( 2850a, 5110658 5)/ 36 By = (150u5- 53585)/6
k=0: o, = (~1420a ¥ 67138,)/50 Bom ( 300g- 1h28,)/5
Cxl: - 426(16*“ 199586 81: 180(16" 8“686
ay= - 8250+ 37808 Bo= 900ag-41858, (e)
o= u00a6- 196086 33: 1200a6—5u8036

oy = (1500u6- 682586)/2 B = M5Oa6—198os6

Qg = (3210a6-1341986)/25 85= (18Oa6— 70266)/5

i. 2llg. wirg %=1 gesetygt

1) Donelson,Hansen: Cyelie composite Multistep Predictor-Corrector-
Methods, SIAM J. Numer. Ana]. 8, 137-157 (1971)



Entsprechend findet man Parametrisierungen der Ordnung 2k-2

(die natlirlich zwel freie Parameter - etwa B, und B, _

halten);

Beispiel: 5-Schritt-Verfahren haben die Ordnung 8,

wenn gilt:

_ 1 (
% 7 18
_ 1
a; = 3 (
ay =
-1
az = g (~
1
au'—_g’(
.1
B, = 3 (
81 =
82 =

(

w
AN

1
W =

- 101 -

1482a.- 758, 497585)

1425a.- 808~ L670B)

n

—1OOOL5 + 39085

3900a +2uosu+12M1085)

Il

-1500.+ 258+ 38585)

(o)

-6Oa5+ 38+ 20235)

-3000+ 16Bu+ 99535

-6000+ 36Bu+ 194085

5
5
-6OOOL5

u884+ 18&085)

(9.15)
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9.5. Pridiktor-Korrektor-Verfahren

9.5.1. Konsistenzordnung von P-C-Verfahren

In Abschnitt 4.2, wurde bewiesen (Satz 4.2.), daB die Stabilitit
eines P-C-Verfahrens nur vom Korrektor abhingt. Das k&nnte uns
veranlassen, instabile Formeln der maximalen Konsistenzordnung
(2k-1) als Prddiktoren zu verwenden. Die folgenden Betrachtungen
zeigen jedoch, daR die Konsistenzordnung eines P(EC)®E-Verfahrens
hierdurch i.allg. nicht erh8ht werden kann, weil sie durch die
Ordnung des Korrektors begrenzt ist. Es gilt nimlich

Satz 9.3.
Sei g die Konsistenzordnung des Korrektors und § die

des Pr&diktors, dann hat das P(EC)SE-Verfahren die
Konsistenzordnung min(q,§+s).

Beweils:

; (1) 2 .
Bezeichnen T, [z](xj) bzw. Té )[z](xj) die lokalen Ersetzungs-
fehler .

des Pra#diktors: 23£2>=A123+hB1 Fzs (9.16a)
bzw. des Korrektors: z3+1 zA z3+hB F'zj+hCth].+1 (9.16b)
so gilt:

_ 1
z(xj+1)—Alz(xj)+hB1Fz(xj)+hTé )[z](xj) (9.17a)
z(xj+1)=Az(xj)+hBFz(xj)+hCFz(xj+1)+hTé2)[z](xj) (9.17p)

. 1 ol
mit max UTé )[ZJ(X)HiDlhq; max “T(2)[Z](X)“<D n4 (9.18)
xeI} XEIﬂ h -2

und flr éen Ersetzungsfehler Th[z](x) des PECE-Verfahrens er-
halten wir damit:

z(xj+1)=Az(xj)+hBFz(xj)+hCF2(xj+1)+hTh[Z](Xj) (9.19)

-~

mit z(xj+1):=Alz(xj)+hB1Fz(xj)=z(xj+1)—hTé1)[z](xj) (9.20)
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(9.17b) und (9.19) voneinander abgezogen ergibt:

T, [2] (=12 2] ()40 (Falxy | )-Fa(x; 1)) (9.21)

Mit HC(Fz—F’z“)Hi[BkILH z-%2|| erhd1t man aus (9.20)/(9.21):
Iy L2] Cell <Dl 220 [2] Gl e 8y fon ] 2t [2] ()
und somit, unter Berlicksichtigung von (9.18):

~ *
max ||, [2] (x)l|< Don3+0 03"y D) =|8, |LD,
stﬂ

Entsprechend beweist man flr s>1:

max || Ty [2] Goll< D2hq+D1hq+S.
xel}

h

Die Konsistenz eines P-C-Verfahrens ist nach Satz 9.3%. von der
Anzahl s der Korrektorschritte unabhidngig, wenn die Ordnung des
Pridiktors h6chstens um 1 geringer ist als die des Korrektors;
in diesem Fall kann s klein gewdhlt werden, in der Praxis wihlt
man s=1 oder s=2. Aus Stabilitdtsgriinden (siehe 9.5.3.) wird in
Ausnahmef&dllen auch s>2 gewdhlt. Der im Vergleich zu expliziten
Verfahren hdhere Rechenaufwand bei P-C-Verfahren wird i.allg.

durch gréfere Genauigkeit kompensiert.

S
9.5.2. Vergleich von P(EC)SE- und P(EC) -Verfahren

Die P(EC)®-Verfahren bendtigen pro Rechenschritt (s+1) Auswer-
tungen von f, die P(EC)®-Verfahren nur s Auswertungen, d.h. fir
s=1 ungefdhr halb soviel Rechenzeit wie ein PECE-Verfahren. Das
bedeutet, daB der Rechenaufwand eines PEC-Verfahrens mit der
Schrittweite h/2 etwa der gleiche ist, wie bei einem PECE-Ver-
fahren mit der Schrittweite h. Da die Konvergenzordnung eines
P-C-Verfahrens bei geeigneten Startwerten davon unabhingig ist,
ob es als P(EC)°E oder P(EC)®-Verfahren angewendet wird, ist

die Genauigkeit des PEC-Verfahrens mit h/2 i.allg. grdfer. Dieser
Vorteil wird jedoch dadurch erkauft, daB die Stabilititsbereiche

von P(EC)S—Verfahren kleiner sind als von P(EC)SE-Verfahren.

Eine solche Wechselwirkung zwischen Genauigkeit und Stabilitét

ist pei allen Mehrschrittverfahren zu beobachten.
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. .o 2
beispiel (Kroghl); Klopfenstein und Millman )):

Vit dem Adams-Bashforth Pridiktor der Ordnung 4 und dem Adams-
Moulton Korrektor der Ordnung L, lautet der PECE-Algorithmus:

A K h . ‘\‘_ »* - *.
74,175t e (950 5907 #3785 5975, 5)
(9.22)
N R T LT T SR S
Yi+17Y 3720 j+1 jT2hi-1 =2
und der PEC-Algorithmus
“% _ 4., h AL PP
YJ+1'YJ+—2’H (55ij 59fj-1+37fj—2 9fj_3)
(9.23)

kg | h :» Aik_ “m A*

Fur (9.22) ergibt sich ein charakteristisches Polynom 4. Ordnung:

Q)= o= (1o T 290254 (e 2902 ) 2= (Fpe e 5 B2

und fur (9.23) ein Polynom 5. Ordnung:

2w =7 (it Prd- Tl P - g w2

fie Stabilitdtsbereiche haben die in Fig. 9.1. dargestellte Gestalt:
Im H 2D
instabil
10,6
Bec .-
ﬂ C -
//, P
€C
I\ /,/ \f
} + L —4 t+ > Re H
-'/,3 -—/,o ’7,3 "o,‘ ’0‘/" Fi ur 9 1
g 1.
ED) . b .
Krogh: Predictor-Corrector-Methods of High Order with Improved
Stability Characteristics, JACM 13, 374 (1966)
2)

Klopfenstein, Millmann: Num. Stability of a One-Evaluation P-C-Al-
gorithm for Num. Sol. of O.D.E., Math. Comp. 22, 557 (1968)
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Kombiniert man den Adams-Moulton-Korrektor des obigen Beispiels

mit einem anderen Priddiktor, so lassen sich u.U. grofere Stabi-

litdtsbereiche erzielen. Mit dem folgenden Priddiktor, beispiels-
weise, hat das PEC-Verfahren die in Fig. 9.1. gebrochen gezeich-
nete Stabilititsgrenze:

~

* -— - * * %
yJ+1_ O,29y‘3 15,39YJ_1+12,135’J_2+“, SSyJ_3+

~ ~ & A ¥ ~ A
+h(2,27f}+6,65fj_1+13,91fj_2+0,69fj_3)
Lambertl) hat gezeigt, daB der grdfte erreichbare Stabilititsbe-
reich eines P(EC)®-Verfahrens mit festem Korrektor, aber beliebi-
gem Prddiktor und beliebigem s, nicht grdBer sein kann als der
groRte Stabilitidtsbereich eines P(EC)®E-Verfahrens mit demselben

Korrektor.

9.5.3. Stabilit#dtsbereiche von P-C-Verfahren

Das charakteristische Polynom-und damit auch der Stabilitits-
bereich - eines P-C-Verfahrens mit dem Pradiktor M($,3) und dem
Korrektor M(p,0) hidngt nicht nur von I und M sondern auch noch

von der Anzahl s der Korrektorschritte ab.
Fiir P(EC)®E-Verfahren mit dk=ak:1 gilt:

1
° (BKH)2+(5Cu)~H8(u))(8kH)s (9.24)

O

n o™

Q. (u3H)=(p(p)=-Ho(u))
S 2

und fiir P(EC)®-Verfahren mit akzakzlz

s-1

- gyS—1
Qg (s )= (p ()-Ho (1)) T (8, H) (B (1o (w)=p (DB (9.25)

£=0

1D

Hierbei ist o.B.d.A. vorausgesetzt, da® Prddiktor und Korrektor diec
selbe Schrittzahl k haben, was durch Umindizierung formal immer e
;;;;;t_;g;égn kann (die in § 2, Seite 12, getroffene Vereinbarung

teilerfremder p und o sei dabel aufgehoben),

r—-

Lambert: Predictor-Corrector Methods with Ident}ﬁa%qfi%ions of
. Stability, SIAM J. Num. Anal. 8, 337-34 19 )

1)
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Sind u(s)(H) die Nullstellen von Qg (p3;H) und g (H) die Nullstellen
des charakterlstlschen Polynoms des Korrektors, so gilt nur dann

Lim w{®) ()

S oo

uy (H),  i=1(1k

lim u§s>(H) =0, i=k+1(1)2k (bei PEC-Verfahren)

g+
wenn (fiir ak=&k=1)lBkHl<1 ist. Das heift: Selbst wenn unendlich
oft mit dem Korrektor iteriert wird, braucht der Stabilit&tsbe-
reich des P-C-Verfahrens nicht mit dem Stabilit&tsbereich H des

Korrektors identisch zu sein.

Satz 9.4,

Der Stabilitdtsbereich eines P(EC)SE— oder P(EC)S-Verfahrens
ist fiir s+~ nur dann mit dem Stabilitdtsbereich H des Korrek-
tors identisch, wenn (flr ak=1) gilt:

H < {H: |BH|<1}

Bei den iblichen Verfahren mit ak=1 liegt Bk in der GroRenordnung
von 2, so daB groRe Stabilitdtsbereiche des Korrektors flir das
Stabilitdtsverhalten des P-C-Verfahrens bedeutungslos sind. Ande-
rerseits kann der Stabilitidtsbereich eines Korrektors durch einen
geelgnet gewdhlten Pridiktor vergrdRert werden.

1),

Beispiel

Der schwach stabile Korrektor:

* *
YJ+2 yJ 3‘ (% +uf3+1 j+2)
hat einen leeren Stabilit#tsbereich (vgl. Abschnitt 7.3., Beispiel

4). Das PECE-Verfahren mit diesem Korrektor und dem folgenden in-
stabilen Pridiktor

L]
L ==ly* “ p N
yJ+2 yJ+1+5yJ+h (2fJ+“fj+1>

hat das charakteristische Polynom
Q(u;H):=u2—%H2u—(1+2H+%H2)
und den reellen Stabilit#tsbereich: -1<H<O.

i)

Krogh: A Test for Instability in the Numerical Solution of
Ordinary Differential Equations, J. ACM 14, 350-362 (1967)-
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9.5.4. Abschidtzung des lokalen und globalen Fehlersl)

Die Fehlerformel (3.24) in Abschnitt 3.4 enth#lt den lokalen Er-
setzungsfehler Th[yI(x), der im Falle eines Verfahrens der Ord-
nung q bei hinreichend glattem y gegeben ist durch (siehe § 2,
Seite 11)

T[] <X>=Cq+1y(q”) (x)n%+ 7 (n?*1)

ThEyI(x) ist i.allg. schwer abzuschdtzen, weil dabei Schranken
fliir die g-ten partiellen Ableitungen von f benutzt werden miiRten
(denn y(x) ist ja unbekannt). Bei P-C-Verfahren 1&Rt sich nun
wenigstens der Term cq+1y(q+1)(x)hq in einfacher Weise und ohne
zusdtzlichen Rechenaufwand berechnen mit Hilfe des folgenden

Satzes:

Satz 9.5,

Fiir den lokalen Fehler Th[yj(xj) eines P-C-Verfahrens gilt:
hT, [y] (x;)= _ar1® (5,542 O n*?) (9.26)
n[y](x)% == 3773
g+l “q+1

(53: Pridiktor-N&herung; y}: Niherung nach s>1 Korrektorschrltte%

wenn:

1. der Pridiktor M(p,c) wenigstens die Konsistenzordnung q des

Korrektors M(p,o) hat, q>q,

2. fir die Wurzeln u;, i=1(1)r, von p mit_dem DBetrag_-
gilt: 6(Ui)=o

3, die Startwerte des Verfahrens im Falle r=1 die Konvergenz-

ordnung q, anderenfalls die Ordnung g+1 haben,

ol ] =o falls §>q).
y, Cq+1¢cq+1 (CQ+1 o

1) e und Beispiele dieses Abschnitts sind dem Buch

die Ergebniss
von Stetter |73| entnommen.
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Den Beweis dieses Satzes findet man bei Stetter [73], S. 261, oder
in spezieller Form bei Henrici [62], S. 256ff.

Man benutzt (9.26), um damit den globalen Fehler mittels Satz 3.1.

abzuschidtzen oder die Schrittweite h zu kontrollieren.

Beispiel:

Der Pridiktor seil die midpoint-rule (9.6b):
2
gyt =yt * ; _h (3) 3
PypqTGaqtanty omit T [y (xg)es v T (xg ) d )

der Korrektor die Sehnentrapezregel:

2
* h .
Y5+1:y3+§(f3+1+f3) mit Th[YJ(Xj):_%E y(B)(xj)+ é?(hB)

Beide Verfahren haben fiir ye:CLl @db] die Konsistenzordnung g=2 und

. . oA 1 .
es 15t 8,473 und ¢ 5 p(u) hat nur die Wurzel no=1. (9.26)

a+1° 17

ergibt somit:

Ty [y] (x; >=-%(y}-;/3‘ + 0 (n)

Der folgende Satz enthilt eine M&glichkeit zur Abschitzung

Stetter [73] (Seite 297):
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Satz 9.6.

Das PECE- bzw. PEC-Verfahren der Konsistenzordnung q habe

einen Priddiktor der Ordnung q-1 und es

1)

gelte B*Eq+dkCQ+1 = 0 und I B,=1 (9.27)

mit B*:sk bzw. g*%=1

Genligen auferdem die Startwerte der (sehr speziellen) Bedingung:

vy (xpeg, v D oeon C Iy jeo(1)e-1 (9.28)

und bei PEC-Verfahren zusitzlich

§3‘-=y(xj)+ W(hq); j=o(1)k-1
dann gilt fir den globalen Fehler:
-y (x:)=8* (% -y %)+ ( (08" (9.29)
J J J 7
wobei §3 wieder die Prddiktor-Niherungen bezeichnet.

Flir eine PEC-Methode mit B'=1 bedeutet (9.29):

71 = v T

d.h. die Prddiktor-Niherungen haben die Konvergenzordnung (q+1),
(wihrend der Korrektor nur Ndherungen der Ordnung q ergibt!).

Auch bei einem PECE-Verfahren kann die Konvergenzordnung (g+1) er-

. &
reicht werden, indem man den in jedem Rechenschritt errechneten Wert Y

ersetzt durch den korrigierten Wert

ygi :y-""j—Bk(y”j—ygf) (9.30)

1jdiese Normalisierung tritt hier an die Stelle von a =1.
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Man hat somit die Wahl, entweder die hdhere Konvergenzordnung (gq+1)
zu erzielen ohne Kontrolle des globalen Fehlers oder ein Ergebnis

der Konvergenzordnung q, dieses jedoch mit Fehlerabschidtzung.

Die beschriebene Erh&hung der Ordnung bzw. Fehlerabschitzung

ist stets moglich, denn zu jedem Korrektor der Konsistenzordnung qQ>2
existiert ein Prddiktor der Ordnung (g-1), fir den (9.27) gilt
(Beweis s. Stetter |73|, Seite 299).

Beispiel (Stetter S. 300):

Das PECE-Verfahren mit

-~

y3+2:y3+1+% (uf3+1—f3) Pridiktor (XKonsistenzordnung 1)
h -~
y3+2:y3+1+§ (f3+2+f3+1) Korrektor (Sehnentrapezregel)

(Konsistenzordnung 2)

-~

. . _ 1 o
erfiillt mit cq =5 Cq+1—

=

13 3 B*=Bk=% 5 ak=1 die Bedingung (9.27).
Es erlaubt die Abschitzung

x _ 21 &_A-k 3
Vi7y (x5)=5 (¥ y3)+ 7 n3)
falls fiir die Startwerte gilt (vgl. (9.28)):

V5= vz v P om @3y eo,1. (9.31)

g nur in f; des Prddiktors auftritt, braucht (9.31) nur fir

¢

Da y

J=1 zu gelten, was z.B. fiir

* _ h
yl‘ﬂo+1—2— [7f(XO+h’ no+hfo)+5f(xo,‘no)]
der Fall ist. <

Einzelheiten und weitere Ergebnisse tiber Fehlerabschitzungen

findet man in C.W. Gear: Estimation of Errors and Derivatives

in Ordinary Differential Equations, 1974, IFIP-KongreRberichte.
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10. Zyklische Verfahren

Mit Satz 5.2. und seinem Korollar lassen sich stabile zyklische
Verfahren sowohl der (maximalen) Konvergenzordnung 2k, als auch
niedriger Ordnung konstruieren; beides ist sinnvoll und die Ent-
scheidung flir die eine oder andere M8glichkeit hingt von Stabi-
litédtserwdigungen ab (siehe 10.2.).

10.1. Zur Konstruktion stabiler k-zyklischer k-Schritt-Verfahren

maximaler Konvergenzordnung

Stabile k-zyklische k-Schritt-Verfahren der Konvergenzordnung 2k

gewinnt man wie folgt:

~ Man berechnet das allgemeine lineare k-Schritt-Verfahren der
Konsistenzordnung (2k-1), welches einen Parameter - beispiels-
weise By - enthdlt und parametrisiert die a, und B, 2=0(1)k=-1,
als Funktionen von Bk' Diese Parametrisierung ist fiir k=2(1)6

in (9.14) bereits ausgerechnet.

- Mit k derart parametrisierten k-Schritt-Verfahren (mit den
Parametern Bér),rzo(l)k—l) wird ein k-zyklisches k-Schritt-

Verfahren gebildet.

- Sodann werden (k-1) Zahlen ui,i=2(1)k, mit [u;|<1 gewdhlt und
die Parameter Bér) aus dem (nichtlinearen) Gleichungssystem

(5.32)/(5.33) berechnet.

und seinem Korollar (Seite 48/50) charakterisiert

Nach Satz 5.2. .
-Schritt-

jede Lésung dieses Systems ein stabiles k-zyklisches k

Verfahren der Konvergenzordnung 2k, obwohl jede seiner Stufen

i.allg. nur die Ordnung (2k-1) hat.

Die Existenz von L&sungen konnte bisher noch n ;e
meines k bewiesen werden, wird jedoch vermutet (vgl. e -
(aquf v6llig andere Weise)

73], S. 227). Donelson und Hansen haben : o6 Konnten
Verfahren fiir k=2,3,4 angegeben; verfahren mit k=5 un =

mittels (5.32)/(5.33) ausgerechnet werden.
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Als Beispiell) betrachten wir den Fall M=k=3. Gleichung (5.31b)
ergibt (nach Kirzung mit dem Faktor 243):

1001 578D D)-300(6( (D16 Vs 216D 119006 w8 Dsp )27 = o

(10.1a)
und aus (5.33) folgt:
uftau +p = 0 i=2,3, (10.1b/c)
mit a--1851938§0) (1) §2)+59850(B(O) (1)+B(1) (2)+B§O) 2))
-19380(85°)+8{)+852)) 6289
b=-35937 8{°)8{") §2)+10890(8(°) 8{1p {1 (2)+B§o) (2)

- 33oo<e§°)+s§1)+s(2>)+1ooo

. ._a(0), .op (1), .o (2)
Setzt man x.—B3 5 y.-B3 H z.—B3 und
A:=x+y+z; Bexy+yz+zx; C=xyz (10.3)

so reduziert sich (10.1la-c) auf das folgende lineare Gleichungs-
system:
19380A—598505+1851930=6289+(u2+u3)
3300A-10890B+ 35937C=1000-u2u3
90A- 300B+ 1001C= 27

mit der LOsung

-1 12577 121 509

A= (Crig * 1g0 (Motws) + 7 wous)
= L (21309, 11 4793

B = 1y (‘66_ *' 35 (“2+U3) + 330 u2u3)
-1 5 1 25

C = m (T‘i‘ + _ﬁ (U2+UB) + T’I U2U3)

1)

diese rechnerische Behandlung des Falles M=k=3 stammt von
K. Mika.
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Die weitere Rechnung ergibt, da® X, y und z aus

yj'Ay2+By—C=O

X=% (u+/u2—ﬂv);

(10.4)
z=% (u-¢u2-4V)
mit u=§X%g; v=B-uy
y

berechnet werden k&nnen. Flir jedes Wertepaar (u2,u3) 18Rt sich
so eine L8sung (Béo),8<1),8§2)) gewinnen und die Abhdngigkeit

des zugehdrigen Verfahrens von Ho und Mz untersuchen.

10.2. Bemerkungen zur Stabilitit M-zyklischer k-Schritt-Verfahren

Untersuchungen1> zeigen, daf die zyklischen Verfahren mit M=k>3
und maximaler Konvergenzordnung 2k nur sehr kleine Stabilitdts-
bereiche besitzen und daher schon flr schwach steife Differen-
tialgleichungen ungeeignet sind. Es ist daher sinnvoll, zyklische
Verfahren geringerer Ordnung 2zu betrachten und zu versuchen,
mittels freier Parameter ihren Stabilitdtsbereich zu ontimieren.

M. Mihel¥id?) gewann dabei Ver-
fahren mit M=2 und k=3 der Ord-
nung Y4 und Verfahren mit M=k=3
der Ordnung 5, die in der ganzen
Halbebene H={Ah|ReAh<0} mit Aus-
nahme endlicher Bereiche nahe der
imagindren Achse absolut stabil
sind. Die Ausnahmebereiche sind

klein und hidngen u.a. von der
(i=2(1)k)

Wahl der Eigenwerte u;
(3) ab.

von X=A(M_1)...A(1)A

Figur 707

i i . A-Jilich)
1)Von Th. Chaves/PUC-Rio de Janeiro (z.Zt. KF

2)eine Arbeit hieriiber ist in Vorbereitung.



- 114 -

Das folgende M=2,k=3-Verfahren, beispielsweise, hat die Ordnung U

und den in Figur 10.1. skizzierten Stabilitdtsbereich:

, * _ & _ *
200y} 5511355 p¥B1655 4 +121 (10T 5326855, 5~6530 5541
(10.5)
. X
127oooy2j+u-120978y;j+3+36576y£5+2-U2598y2j+1—h(491“9f3j+“+9“929f2j+3+

n L}

+10527f2j+2+21015f2j+1)

Lediglich zur Illustration des Vorgehens im Falle M<k und ohne
Optimierung des Stabilit#tsbereichs wird abschlieBend noch ein
Beispiel flr die Berechnung eines stabilen 2-zyklischen 5-Schritt-
Verfahrens der Ordnung 8 gegeben:

Die Parametrisierung (9.15) von (instabilen) 5-Schritt-Formeln
der Ordnung 8 enth&lt zwei freie Parameter B, und Bg- Kombiniert
man M=2 dieser Formeln zyklisch, so hat man vier freie Parameter
zur Verfligung, um das zyklische Verfahren zu stabilisieren, d.h.
um zu erreichen,AdaB die vier von u1=1 verschiedenen Eigenwerte
ui,i=2(1)5, von A=A(1)A(o) dem erweiterten Wurzelkriterium ge-
nligen (wegen der Konsistenz der beiden Stufen ist u =1 stets
Eigenwert von A).

Hierzu berechnet man das charakteristische Polynom Q(u) von

A(l)A(O) (die Elemente der letzten Zeile der Frobenius-Matrizen

A<O) bzw. A<1) werden mit a; bzw. a; bezeichnet):

(3

Q(u):u“+(a3+a3—aua“)uu+(u1+a1+a3a3—a2au-aqa2)u3+
+(a331+a1a3—aoau—auao-a2a2)u2 (10.6)
+(a1a1—aoa2—a2ao)u—aoao,

substituiert die Parametrisierung (9.15) und berechnet die Para-

meter BM’BS’bU’bS so, daR die Nullstellen u; von Q(u) das er-
weiterte Wurzelkriterium erfiillen, etwa indem man setzt:

Qlu) = u“(u-1). (10.7)
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Man erhdlt dann ein System von 4 nichtlinearen Gleichungen, im
Falle (10.7) beispielsweisei):

a3+33—auau ==1
a,ta,toa,~-o0.a,~-a,a = 0

171773937 2%y %4 (10.8)
a3a1+a1a3-aoau-auao—a2a2 =0
=0

(Da M4,=1 automatisch Nullstelle von (10.6) ist, ist a,a,=0 dann
von selbst erfillt).
(10.8) besitzt eine LSsung und zwar (gerundet auf 8 Stellen):

0,27734958
0,29957694

By = 2,98233879 ; b,
B5 = 0,25292957 ; by

Die restlichen Koeffizienten des 2-zyklischen Verfahrens ergeben

sich hiermit aus (9.15).

In &hnlicher Weise 148t sich durch zyklische Kombination von
(k=1) k-Schritt-Formeln der Ordnung (2k-1) ein (k-1)-zyklisches
k-Schritt-Verfahren der Konvergenzordnung (2k-1) konstruieren,
falls das dabei auftretende System aus (k-1) nichtlinearen
Gleichungen eine L&sung besitzt (flir k=2(1)6 ist das der Fall).

i nER (9.15)!
1)die o. und a; sind Funktionen von BU’BS’bM’bS gemdf (9
i



- 116 -

Literatur

1)

2)

3)

1)

6)

7)

9)

10)

11)

Albrecht, P., "Discretization Methods", 9. Coll.Bras. Mat.,
Inst. de MatemAtica Pura e Aplicada (IMPA), Rio de Janeiro,

1975,

Ames, W.F., Nonlinear ordinary differential equations in

transport processes", Academic Press, New York, 1968.

Barton D.; Willers, I.M.; and Zahar, R.V.M., "Taylor series
methods for ordinary differential equations - An evaluation",
in Rice |71, 13|, pp. 369-390.

Bettis, D.G. (Ed.), Proceedings of the conference on the
numerical solution of ordinary differential equations, Vol. 362,
Lecture Notes in Mathematics, Springer-Verlag, Berlin, 1974.

Bjurel, G.; Dahlquist, G.; Lindberg, B.; Linde, S.; and

0Odén, L., "Survey of stiff ordinary differential equations",
Report NA70.11, Dept. of Information Processing, Royal Inst.
of Technology, Stockholm, Sweden, 1970.

Butcher, J.C., "On the convergence of numerical solutions to
to ordinary differential equations", Math. Comp., 20, 93
(Jan. 1966), pp. 1-10.

Butcher, J.C., "Implicit Runge-Kutta processes", Math. Comp.,
18, 85 (Jan. 1964), pp. 50-64.

Butcher, J.C., "A modified multistep method for the numerical
integration of ordinary differential equations", J. ACM, 12,
1 (Jan. 1965), pp. 124~135,

Butcher, J.C., "On Runge-Kutta processes of high order", J.
Austral. Math. Soc., 4, Part 2 (May 1964), pp. 179-194,

Butcher, J.C., "The effective order of Runge-Kutta methods",
Lecture Notes in Mathematics, Vol. 109, Springer-Verlag,
Berlin, 1969, pp. 133-139,

Butcher, J.C., "Integration Processes based on Radau Quadrature
Formula", Math. Comp. 18 (1964),



12)

13)

14)

15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)

- 117 -

Byrne, G.D.; and Hindmarsh, A.C., "A polyalgorithm for the
numerical solution of ordinary differential equations",
Report UCRL-75652, Lawrence Livermore Lab., Livermore, Calif.,
April 1974,

Ceschino, F.; and Kuntzmann, J.,"Numerical solution of initial

n
value problems, Prentice-Hall, Englewocod Cliffs, N.J., 1966.

]
Collatz, L.,'The numerical treatment of differential equationsz
(3d ed.), Springer-Verlag, Berlin, 1960.

Dahlquist, G.G., "Convergence and stability in the numerical
integration of ordinary differential equations", Math. Scand.,
Vol. 4, 1956, pp. 33-53.

Daniel, J.W.; and Moore, R.E.,”Computation and theory in ordi-
nary differential equationsz W.H. Freeman, San Francisco,

Calif., 1970.

Donelson, J.; and Hansen, E., "Cyclic Composite Multistep
Predictor—Corrector-Methodst SIAM J. Numer. Anal. 8, 1971,

pp. 137-157.

Enright, W., "Studies in the numerical solution of stiff

ordinary differential equations™, Tech. Report No. 46, Dept.

of Computer Science, Univ. of Toronto, Ont., Canada, Oct. 1972.

Enright, W.H.; Bedet, R.; Farkas, I.; and Hull, T.E., "Test

results on initial value methods for non-stiff ordinary

differential equations”, Tech. Report No. 68, Univ. of Toronto,

May 1974.
- and eighth-order

Fehlvberg, E., "Classical fifth-sixth-seventh
NASA Tech. Report,

Runge-Kutta formulas with step-size control",

NASA TR R-287, George C. Marshall Space Flight Center,

Huntsville, Ala., Oct. 1968.

"I ow-order classical Runge-Kutta formulas with

Fehlberg, E.,
at transfer

step-size cont
problems", NASA Tech. Report,

Space Flight Center, Huntsville, Ala.,
1-2 (1970), pp. 61-T71.

rol and their application to some he
NASA TR R-315, George C. Marshall

July 1969; or German

version in Computing, 6,



22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)

31)

- 118 -

Fowler, M.E.; and Warten, R.M., "A numerical integration
technique for ordinary differential equations with widely
separated eigenvlues", IBM J. Res. Develop., 11, 5 (sept.
1967), pp. 537-543.

Fyfe, D.J., "Economical Evaluation of Runge-Kutta formulae",
Math. Comp., 20,95 (July 1966), pp. 392-398.

Gear, C.W., "The automatic integration of large systems of
ordinary differential equations", Digest Record of the Joint
Conference on Mathematical Aids to Design, Anaheim, Calif.,
sponsored by ACM/SIAM/IEEE, Oct. 1969, pp. 27-58.

Gear, C.W., "The automatic integration of ordinary differential
equations", Comm. ACM, 14, 3 (March 1971), pp. 176-179.

Gear, C.W., "The automatic integration of stiff ordinary
differential equations", Proc., Information Processing 68,

Vol. 1, (A.J.H. Morrell, Ed.), North-Holland Publ., Amsterdam,
The Netherlands, 1968, pp. 187-193.

Gear, C.W., "Estimation of Errors and Derivatives in Ordinary
Differential Equations", Report of the IFIP-Congress, 1974.

! . . . .
Gear, C.W.,'Numerlcal initial value problems in ordinary
. . . ]
differential equations, Prentice-Hall, Englewood Cliff, N.J.,
1971.

Gear, C.W., "The numerical integration of stiff differential
equations", Report No. 221, Dept. of Computer Science, Univ.
of Illinois, Urbana, III., Jan. 1967.

Gear, C.W.; and Tu, K.W., "The effect of variable mesh size on
the stability of multistep methods", Report UIUCDCS-R-73-570,

Computer Science Dept., Univ. of Illinois, Urbana, III., April
1973.

Gear, C.W.; Tu, K.W.; and Watanabe, D.S., "The stability of

automatic programs for numerical problems", in Willoughby
| 74,71, pp. 111-121,



32)

33)

34)

35)

36)

37)

38)

39)

40)

41)

- 119 -

Gear, C.W.; and Watanabe, D.S., "Stability and convergence of
variable order multistep methods", Report UIUCDCS—R—73-571,
Computer Science Dept., Univ. of Illinois, Urbana, III.,

May 1973.

Gragg, W.B.; and Stetter, H.J., "Generalized multistep predic-
tor-corrector methods™, J. ACM, 11, 2 (April 1964), pp. 188-209.

Haines, C.F., "Implicit integration processes with error
estimation of the numerical solution of differential equations",
Comput. J. 12 (1969).

Hall, G.; Enright, W.H.; Hull, T.E.; and Sedgwick, A.E., "Detest:
A program for comparing numerical methods for ordinary diffe-

]
rential equations, Tech. Report No. 60, Univ. of Toronto,

Dec. 1973.

Henrici, P., "Discrete variable methods in ordinary differential

equationsﬁ John Wiley, New York, 1962.

Hull, T.E., "The effectiveness of numerical methods for ordinary
differential equations”, in Studies in numerical analysis 2,
Society for Industrial and Applied Mathematics, Philadelphia,

Pa., 1968, pp. 114-121.

Hull, T.E., "The numerical integration of ordinary differential

equations", in Information Processing 68, Vol. 1, (A.J.H.
Morrell, Ed.), North-Holland Publ., Amsterdam, The Netherlands,

1969, pp. 40-53.

Hull, T.E., "A search for optimum methods for the numerical

integration of ordinary differential equations™, SIAM Rev., 9,

4 (Oct. 1967), pp. 647-654.

Hull, T.E.; and Creemer, A.L., "Efficiency of predictor-cor-
rector procedures", J. ACM, 10, 3 (July 1963), pp. 291-301.

Hull, T.E.; Enright, W.H.; and Sedgwick, A.E., "Memorandum

to apply to stiff systems of ordinary

on problems and methods
Univ. of Toron-

differential equations", Computer Science Dept.,

to, Toronto, Canada, March 1972.



- 120 -

42) Hull, T.E.; and Johnston, R.L., "Optimum Runge-Kutta methods",
Math. Comp., 18, 86 (April 1964), pp. 306-310.

43) Hall, G.; Enright, W.H.; Hull, T.E.; and Sedgwick, A.E.,
"Detest: A program for comparing numerical methods for ordinary
differential equations™, Tech. Report No. 60, Dept. of Computer
Science, Univ. of Toronto, Ont. Canada, Dec. 1973.

44) Krogh, F.T., "Predictor-corrector-methods of higher order with
improved stability characteristics, JACM 13, (1966) p. 374,

45) Krogh, F.T., "Algorithms for changing the stepsize used by a
multistep method", Tech. Memo. No. 275, Jet Propulsion Lab.,
Pasadena, Calif., May 1971; or SIAM J. Numer. Anal., 10, 5
{Oct. 1973), pp. 949-965.

46) Krogh, F.T., "A test for instability in the numerical solution
of ordinary differential equations", J. ACM, 14, 2 (April 1967),
pp. 351-354,

47) Xrogh, F.T., "A variable step, variable order multistep method
for the numerical solution of ordinary differential equations",
Proc., Information Processing 68, Vol. 1, (A.J.H. Morrel, Ed.),
North-Holland Publ., Amsterdam, The Netherlands, pp. 194-199.

48) Lambert, J.D., "Predictor-corrector methods with identical
regions of stabilityz SIAM J. Num. Anal. 8 (1971), pp. 337-344.

49) Lambert, J.D.,"Computational methods in ordinary differential
[
equations: John Wiley, New York, 1973.

50) Lapidus.L.; and Seinfeld, J.,"Numerical solution of ordinary

. . . "
differential equations, Academic Press, New York, 1971.

51) Lindberg, B., "Optimal stepsize sequences and requirements for
the local error for methods for (stiff) differential equations",

Tech. Report No. 67, Dept. of Computer Science, Univ. of Toronto,
Ont., Canada, May 1974.

52) Liniger, W., "A criterion for A-stability of linear multistep
integration formulae", Computing 3, 4 (1968), pp. 280-285.



53)

54)

55)

56)

57)

58)

59)

60)

61)

62)

63)

- 121 =~

Liniger, W.; and Willoughby, R.A., "Efficient integration
methods for stiff systems of ordinary differential equations",
SIAM J. Numer. Anal. 7, 1 (March 1970), pp. 47-66.

Meyer, G.H.,"Initial value methods for boundary value problem51

Academic Press, New York, 1973.

Morris, J.L. (Ed.), Conference on the numerical solution of
differential equations, Vol. 109, Lecture Notes in Mathema-

tics, Springer-vVerlag, Berlin, 1969.

Rosenbrock, H.H., "Some general implicit processes for the

u
numerical solution of differential equations, Comput. J. 5

(1963).

Rosser, J.B., "A Runge-Kutta for all seasons", SIAm Rev.,
9, 3 (July 1967), pp. 417-452.

Sandberg, I.W.; and Shichman, H., "Numerical integration of
systems of stiff nonlinear differential equations'", Bell
Systems Tech. J., 47, 4 (April 1968), pp. 511-527.

Sedgwick, A., "An efficient variable order variable step
Adams method", Tech. Report No. 53, Dept. of Computer Science,
Univ. of Toronto, Ont., Canada, May 1973.

Shampine, L.F., "Stability region for extrapolated Runge-Kutta
and Adams methods", Research Report SC-RR-72 0223, Applied

Math. Div., Sandia Labs., Albuquerque, N.M., March 1972.
n . s _

Shampine, L.F.; and Gordon, M.K., Computer solution of"ordl

nary differential equations: The initial value problem, Free-

man, San Francisco, Calif., 197h.

Spijker, M.N., "Stability and convergence of finite-difference

methods", Thesis, University of Leiden, 1968.

Stetter, H.J.,"Analysis of discretization methods for ordinary

differential equationsz Springer-Verlag, Berlin, 1973.



- 122 -

64) Widlund, O.B., "A note on unconditionally stable linear
multistep methods: BIT 7, (1967) pp. 65-T70.

L

65) Willoughby, R.A. (Ed.),"Stiff differential systems, Plenum
Press, New York, 1974,



Index

A-stabil

A(o)-stabil

absolut stabil
Adams-Bashfort,Verf. von
Adams-Moulton, Verf. wvon

Albrecht

Anderung der Schrittweite

Bedet

bedingt konsistent
Bgreich absoluter Stabi-
litat

Butcher

-Formel,
,verfahren wvon

Calahan-Formel

charakteristische Glei-
chung

charakteristisches Poly-
nom

Chaves

Collatz, Faustregel von

Dahlquist
DETEST
Donelson

Du Fort—-Frankel, Ver-
fahren von

Einschrittverfahren
enges Wurzelkriterium
Enright
Ersetzungsfehler,lokaler
erzeugendes Polynom

Euler-Verfahren
,modifiziertes-—
,implizites-
,verbessertes-—

- 123

63,65,84,89,
60,63,

57,59

9k

96

20

99

89
9

58

77,81,82,83,
91,

78

91

89
13

56,58,93,
113
75

20,25

89
37,41,100,

40

2,66,
43,48,
89,
4,43
12,92,

2,67’
4,57,70,
63,

7,

explizites Mehrschritt-
verfahren

explizites Runge-Kutta-
Verfahren

explizites Verfahren

Faddejew-Faddejewa
Farkas
Fehlberg-Formel

Fehler, globaler
lokaler
-abschéatzung
-konstante

Fixpunktsatz
FORMAC

Frobeniusmatrix

Gauss-Formel
,implizite

Gear

Gill, Verfahren von

globaler Fehler

Haines
Haines-Formel

Hall

Hansen

Hauptwurzel

Henrici

Heun, Verfahren von

Hull

implizite-Gauss-Formeln

implizites Mehrschritt-
verfahren

implizites Runge-Kutta-
Verfahren

implizites Verfahren
instabil

instabile lineare Mehr-
schrittverfahren

Iteration

31 a93a9ha

68,69,81,90,
35

82,
89,
80,

55,108
4,143,107

66,92,

12,46,48

96
67

28,34,36,L48,
49

83,90,
65,8k,

110
76
55,108

87

89

89

37,41,100

14,57,86
108

71

89

8k
31,95

69,81,83,90
3
16,52,53,99

99
96



k-Schritt-Verfahren
,M-zyklisches-

k~zyklisches k-Schritt-
Verfahren

Klopfenstein

konsistent
,bedingt

Konsistenzbedingung

Konsistenzordnung

Konsistenzsatz
Konvergenz

Konvergenzordnung

, maximale

Konvergenzsatz fir Ein-
schritt-Verfahren
fir lineare k-Schritt
Verfahren

Korrektor

Krogh

Lambert
Lawson-Formel

lineares Mehrschritt-
verfahren

Lobatto-Formel
lokaler Ersetzungsfehler

Luther-Formel

M=2,k=3-Verfahren
M-zyklisches-Verfahren

M-zyklisches k~Schritt-
Verfahren

Mehrschrittverfahren
sexplizites-
,implizites-
,instabiles-
,lineares-
,mehrstufiges-

midpoint-rule

Mihelcit

Mika

Millmann

2.92
3k

h1,46,111
104

5,8
9

12

5,24,41,97,

99,102
9
23

2k, 2k 25 L3,

46,48,92
51,111

66

92
31,95
106

105
80,91

3,92,97
85,86
4,43,46
78,79

34
33

34,48,113

2

93,94
31,95
99
3,92,97
34

3,6
113
112
104

Milne—-Simpson, Verf. von

modifiziertes Euler-Verf.

Nebenwurzel

Newton-Cotes-Formeln
,offene
,geschlossene

Normalbasis
Normalform, Jordan'sche

Nystrdom, Verfahren von
Ordnung
Ordnungsbedingung

Padé-Approximation
Parametrisierung
P-C-Verfahren
PEC-Verfahren
PECE-Verfahren
Pradiktor

Prédiktor-Korrektor-
Verfahren

Quadraturformel von
Newton-Cotes

Radau-Formel
relativ stabil

Rosenbrock-Formel

Runge-Kutta, Verfahren von

,explizites—
,hdherer Ordnung
,implizites-
,klassisches—
,r-stufiges-
,semi-implizites-~

Sarafyan-Formel
Schrittweitensteuerung
schwach stabil
Sedgwick
Sehnentrapezregel

selbststartend

4,6,64,93,96
4

4

93
9k
95

L2
59
T77,93,95

24,25,41,43,
48,66,92,102

49,50

65,84,86

100
31,102,105,109
32,103,109
32,103,109
31,96,99

31,32,102,
105,109

93

85,91
5T
87,77
68
68,69

69,81
Th,75
70,72
81,87

9
5
29,98
89
1
91



Semi-implizites
Runge-Kutta-Verfahren

Spijker
stabil

sabsolut
,relativ
,schwach
,stark

Stabilitat
einer Differential-
gleichung
fir festes h
zyklischer Verfahren

Stabilititsbereich
von P~C-Verfahren

Stabilitatskriterivm
allgemeines
fir k-Schritt-Verf.
fir zykl. Verfahren

stark stabil
steif
Stetter

Stufe eines zyklischen
Verfahrens

Tangententrapezregel
Taylor-Verfahren

Trapezverfahren

Verfahren, Adams—Bashfort-
,<Adams—-Moulton-
,Butcher-

,Du Fort-Frankel-
,Binschritt-
;Euler-
,explizites—
,Gill-

,Heun-
,implizites-—
,k—Schritt-
93/8—

,Lawson—
,Mehrschritt-
,Milne-Simpson-—
mit Ableitungen
,Nystrom-

81,87,88
L5

16,20,36,52,
99

57,59,61

o7

29,60

29

15
52

54
113

58,91,113
105

19
28
36

29
60,62
61,107,108,

110

33

70
67
63

9k
96
91
4o
2
2
3,60
76
71
60
2
75
91

2
46,96
67
95

,Pradiktor-Korrektor- 102

,r-stufiges

68

125 -

Verfahren Runge-Kutta-
,Trapez—
»2yklisches—

Warmeleitungsgleichung

Widlund

Wurzelkriterium
,erweitertes—
,enges—

zyklisches Verfahren

68
63
48

T
60

29
36
36

33,48,111



Abschlieffend danke ich meinen Mitarbeitern Frau C. Schrdck-Pauli,
G. Honig, M. Mihel&ié& und K. Mika flir wertvolle Diskussionen und
Beitrige, insbesondere Frau Schrdck-Pauli flir die Ausarbeitung
des Paragraphen 8 und zahlreiche Verbesserungsvorschlédge und
Herrn Mika filir seine ungemein sorgf#dltige Durchsicht des griferen
Teils des Manuskripts. Von meinen Studenten waren Frl. A. Dapper,
Frl. R. Osthoff und Herr Th. Kellermann an der Durchsicht des
Manuskripts beteiligt. Meiner Sekretdrin, Frau Ch. Lackes, danke

ich flir die viele Miihe, die mit dieser Arbeit verbunden war.



	Seite 1 
	Seite 2 
	Seite 3 
	Seite 4 
	Seite 5 
	Seite 6 
	Seite 7 
	Seite 8 
	Seite 9 
	Seite 10 
	Seite 11 
	Seite 12 
	Seite 13 
	Seite 14 
	Seite 15 
	Seite 16 
	Seite 17 
	Seite 18 
	Seite 19 
	Seite 20 
	Seite 21 
	Seite 22 
	Seite 23 
	Seite 24 
	Seite 25 
	Seite 26 
	Seite 27 
	Seite 28 
	Seite 29 
	Seite 30 
	Seite 31 
	Seite 32 
	Seite 33 
	Seite 34 
	Seite 35 
	Seite 36 
	Seite 37 
	Seite 38 
	Seite 39 
	Seite 40 
	Seite 41 
	Seite 42 
	Seite 43 
	Seite 44 
	Seite 45 
	Seite 46 
	Seite 47 
	Seite 48 
	Seite 49 
	Seite 50 
	Seite 51 
	Seite 52 
	Seite 53 
	Seite 54 
	Seite 55 
	Seite 56 
	Seite 57 
	Seite 58 
	Seite 59 
	Seite 60 
	Seite 61 
	Seite 62 
	Seite 63 
	Seite 64 
	Seite 65 
	Seite 66 
	Seite 67 
	Seite 68 
	Seite 69 
	Seite 70 
	Seite 71 
	Seite 72 
	Seite 73 
	Seite 74 
	Seite 75 
	Seite 76 
	Seite 77 
	Seite 78 
	Seite 79 
	Seite 80 
	Seite 81 
	Seite 82 
	Seite 83 
	Seite 84 
	Seite 85 
	Seite 86 
	Seite 87 
	Seite 88 
	Seite 89 
	Seite 90 
	Seite 91 
	Seite 92 
	Seite 93 
	Seite 94 
	Seite 95 
	Seite 96 
	Seite 97 
	Seite 98 
	Seite 99 
	Seite 100 
	Seite 101 
	Seite 102 
	Seite 103 
	Seite 104 
	Seite 105 
	Seite 106 
	Seite 107 
	Seite 108 
	Seite 109 
	Seite 110 
	Seite 111 
	Seite 112 
	Seite 113 
	Seite 114 
	Seite 115 
	Seite 116 
	Seite 117 
	Seite 118 
	Seite 119 
	Seite 120 
	Seite 121 
	Seite 122 
	Seite 123 
	Seite 124 
	Seite 125 
	Seite 126 
	Seite 127 
	Seite 128 
	Seite 129 
	Seite 130 
	Seite 131 
	Seite 132 
	Seite 133 
	Seite 134 
	Seite 135 

